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JOURNAL
1)K

MATHÉMATIQUES
ÉLÉMENTAIRES

PREMIÈRE PARTIE
Queslioiis proposées aux Cnnclidats

I. — A L^ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE S^-CYR

303. Matliéiiialîqiies. — Etant donnée une demi-circon-

férence AOB. On propose de trouver sur A13 un point P tel que,

si par le point P on élève une perpendiculaire sur AB qui ren-

contre la circonférence en N et que par N on mène une parallèle

à AB coupant la circonférence en M, on ait : 2AM + iVJP' = K^
K étant donnée.

303*'*. — Une pyramide a pour base un quadrilatère con-

vexe dont les diagonales se coupent en 0. On joint le sommet S

au point 0. Quel est le lieu des sommets S tels que toute section

perpendiculaire à SO donne un parallélogramme.
3()3ter, Epure. — Décrire au milieu de la feuille une cir-

conférence de centre C et de rayon R = 7 centimètres. Tracer

trois rayons faisant entre eux de? angles de 120°. Le point S et

les extrémités a, b, cdes rayons ont respectivcîment pour côtés

S =12°'", 25 a=2",5o & = 4'="',25 c = i"=°,75.

Ces trois droites SA, SB, SG déterminent un trièdre, dont on

demande de trouver les 6 éléments.

303t"a'«''. Calcul trig'ouométrique. — Résoudre un
triangle connaissant

h = 122^,75 a = i825'",45 A = 28°3i'4o"5.

11. - A E'FNSTJTUT NATIONAL AGRONOMIQUE

*U) 1. Ii]itliéinali<|u<'!s. — Démontrer que si a, b, c repré-

seiilenl les ?> cotés d'un triangle le trinôme

b'-,v- -(- {h- -t- c- — rr) x -+- c'^

est toujours positif.
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30zlbis. — Trouver la vraie valeur de

y ^=^ X — yx'^ -h 1

quand x devient infinie.

304'*''. Physique. — 20 lilres d'un gaz sec primitivement

à 0" et à la pression de 760 millimètres sont élevés à 40" et se

saturent de vapeur d'eau à cette température. On demande ce

que devient V. ; F^^ = ai"'", 5.

Î^O iquater. Caleiil logarithmique. — Calculer

^^^1 23i 478 -t- 75 781

2,4789 — 1,605 -+- 1825

111. _ AU BACCALAUREAT
LETTRES- MATHÉMATIQUES

tîOo. illaUiéuin(iques. (Obligatoire). — Résoudre l'équa-

tion

'dx — 5 — y'x' — 20; + 85 3= 0.

Résoudre et discuter :

mec- — (m- — 3m + 2) x -+- im — 6 =
sachant que x est entre — 1 et -4- 1.

{Au choix) a). Enoncer et démontrer les théorèmes qui con-

duisent au volume de la sphère.

h) Enoncer et démontrer les théorèmes qui conduisent à la sur-

face de la sphère.

c) Etablir le rapport de la circonférence au diamètre.

îlOo*»'*. Phjsîque. — Un tube de verre pèse vide

i5 grammes, plein de mercure à 0°, 347 grammes. On chauffe dans

un bain d'huile, il perd 10 grammes de mercure. Quelle est la

température du bain. Le coefficient de dilatation du mer-

cure =r -^-j^.
0480

{Au choix) a). — Coefficient de dilatation des gaz.

b) Vapeurs saturantes et non saturantes. Principe de la paroi

froide.

c) Définition de l'état hygrométrique. Principaux hygromètres.
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IV. - BACCALAURÉAT (LETTRES SCIENCES)

306. MathématUjiies. {Obligatoire), — Exprimer que la

droite 2X ^ oy — 1^=0 est tangente au cercle x'
-\- y^— R^i^zio

et calculer le rayon R de ce cercle quand il en est ainsi.

(Ah choix) a). — Angle de deux droites.

b) Angle de deux plans.

c) Angle d'une droite et d'un plan.

îiOG'''*. Phvsique. — Un aérométre de Farenheit demande
une charge de 10 grammes pour affleurer dans un liquide

; pour

affleurer dans l'eau il faut une charge de 5o grammes. On de-

mande la densité du liquide sachant que raèromètre pèse

5o grammes.

{Au choix) a). — Machine d'Atwood et lois que l'on peut en

déduire.

b) Siphon et pompes.

c) Plan incliné et appareil Morin.

V. _ AUX ECOLES D'AGRICULTURE

ti07. Aritliuiétiqiie. — On a placé à intérêts simples deux
"î 5

capitaux qui sont entre eux comme .3 7 est à 4 -
; le premier ca-

4 6 ^

pital, placé à raison de 4 Vo pendant 6 ans et 4 mois, a produit

1071 francs d'intérêt de plus que le deuxième capital, placé à

raison de 3 7o pendant 4 ans - . Quels sont ces capitaux.

a07»»'s. — Calculer x = . /\/2ÈJ^.

VI. - AUX ÉCOLES DE COMiMERCE

ÎJ08. — Un marchand a rempli une harrique de 228 litres

avec du vin et de l'eau. Il a mis cinq fois moins d'eau que de vin.
En vendant le mélange o^^-o le litre, il a gagné of%io par litre.

A combien lui revenait le litre de vin (par l'arithmétique).

aOS»»!». (;<'oiiiôlrie. _. La surface totale d'un tétraèdre
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régulier étant égale à un décimètre carré. Calculer le volume de

ce tétraèdre.

:U)8'^'*. AIî;-i'l»re. — liésoudre l'équation

n — 1) .c — ib

4(0? — a) a -\- b

3Q^ciiiaicr, _ Calculer .77 donné par la formule

/ 75 280

V>'^^ 2 53

1

DEUXIÈME & TROISIÈME PARTIE

QUESTION 757

Soit AB la corde polaire d'un point M par rapport à une parabole P.

Montrer que la droite qui unit le sommet de V à la projection de M sur
la directrice de P, passe par Vorthocentre du triangle M.VB.

(E.-N. Barisien).

Solution, par A. Droz-Farny
Soient A la directrice, S et F respectiAcment le sommet et le foyer de la

parabole. Le diamètre de la parabole passant par M coupe A en m, P en D
et la corde AB en son point milieu C.

On voit que D est le point milieu de MC, et que la tangente a|î en ce

point est parallèle à AB. D'après un théorème connu Forthocentre h du

triangle ^Ia3 est sur A ; on obtiendra donc Forthocentre du triangle M.V.B

en prenant le symétrique H de M par rapport à h. mY étant pei'pendicu-

laire à a,3, si l'on porte mVi équipoUente FS, la droite SM' sera parallèle à

MH et divisée par A en j en parties égales. Comme -, .* = —^ les trois

points »H, S et H sont en ligne droite.

Remarque, — Lorsque le point M se déplace sur son diamètre, le lieu

géométrique des orlhoceutres des triangles MAB est la droite »nS.

Solution exacte : Francis Dauzats.

QUESTIOxN 7o9

On donne une parabole P et une droite I) perpendiculaire à son axe'

Soient M tai point quelconque de 1) et AB la corde polaire de M par rap-

port à P. Montrer que les triangles MAB ont leur orthocentre situé sur

une droite fi.ce paralh-le à î) et que leur centre de gravité décrit tme

parabole. CE.-N. Barisien).

Solution, par A. Droz-Farny

Soient A la directrice, S et F respectivement le sommet et le foyer de la

parabole. Le diamètre passant par M coupe la parabole en P et la corde
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polaire AB eu son poiut milieu. Ou sait que P est le point milieu de MC,

([ue la tangente a,3 en ce point est parallèle à AB et que l'orthocentre h du

triangle Mx? se trouve sur A. On trouvera donc rorlhocentre du triangle

MAB en prolongeant M/t d'une longueur h\\ = M/i. Si M se meut sur D le

lieu de 11 sera donc la symétrique de D par rapport à A-

Soit ("i le centre de gravilé du triangle MAB et rcpréseutons par R et h

les pieds des perpendiculaires abaissées de P et G sur l'axe et par d la dis-

tance Da. On a I PR' = 3j).RS.

Or MP = 3PG = <Z + ^' + SR.

Donc SL ^ SR + PG — ^ ^ et SR =
Portons celte valeur dans 1 elle deviendra

4SR + d+-?^ 3.SL-fd+^)
^ ? et S»— ^

^'

îlle deviendra

3»
Le lieu est donc une parabole de paramètre -; ayant son sommet au

tiers de SI) à partir de S.

Eetnarque. — Lorsque la droite D est symétrique de la tangente au

sommet par rapport à A tous les triangles MAB ont le sommet S pour

orthocentre.

Dans ce cas le théorème I est donc en défaut.

Solution exacte : F. Dauzats.

QUESTION 761

Soient M et M', fîeu.v points d'une parabole, symétriques par rapport

à son axe. La parallèle à l'axe, moiée X)ar M', rencontre en J la nor-

male en M. Le cercle de centre J et de rayon JM rencontre la parabole

en deux autres 2)oints P et Q, Montrer que les droites MT' et ^IQ sont

inclinées à '(5" sur l'axe de la parabole. (E.-N. Barisien).

Solution, par A. Droz-Farny
On sait que si le sommet d'un angle (h'oit M, pivote autour d'un point M

d'une section conique quelconque, les côtés de l'angle déterminent i)ar

leurs intersections avec la conique, une corde PQ qui POupe la normale

en M, en un point fixe J (tliéorème de l-'régier).

Si dans la parabole un des côtés de l'angle droit AIM' est perpendiculaire

à l'axe, le second côté sera le diamètre du point M el, par conséquent,

/'hypothénuse du triangle sera le diamètre du point M'. J est donc le point

de Prégier de M
Menons par J la corde de la parabole pîirallèle à la tangente en M'. (À'ile

corde PQ sera divisée en J en deux parties égales et comme le triangle

PMQ est rectangle en M on a : PJ = .lQ=r JM. Le cercle décrit de .1 pomme
centre avec JM comme rayon coupe donc la parabole suivant les quatre
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points PMMQ el comme d après iiii lUéurèmc eomiu MP et MQ couslilucnt

deux côtés ojiposés du quadrilatère, ces droites forment avec l'axe de la

parabole des angles égaux donc de 45°, puiscxue angle PMQ = go».

Solution exacte : Francis Dauzats.

QUESTION 778

Dans tout ti'apè^e dont les diagonales sont recta nyulaires^ la somme
des carrés des diagonales est équivalente au carré de la so)iime des deux

côtés parallèles. (E.-N. Barisien .

Soit ABCD le trapèze donné. Eu faisant passer par C une parallèle à la

diagonale AD il résulte le triangle rectangle BCE dans lequel

EB^ — EC2 + CB2, (AB + CD)2 = EG2 + CB?-.

Georges Rodriguez.

QUESTION 796

Etant donné un triangle AOB rectangle en ; on prolonge OA au-delà

du point A de la longueur AA' == OB, et on prolonge OB au-delà du
point B de la longueur BB' = OA. Montrer que Vhijpotliéniise AB est vue

du point milieu C de A'B' sous un angle droit. (E.-N. Barisien).

Le triangle rectangle A'OB' est isoscèle, donc OC est perpendiculaire à

A'B' et A'C — GO ; aussi AiVC = COB = l^ô°.

Donc les triangles AA'C; el COB sont égaux et i)ar conséquent ÂCA' = OCB,

et ajoutant aux deux membres ACO, BCA = OCA' ^ 90".

Georges Rodriguez.

QUESTION 797

Dans tout triangle ACB, rectangle en C, on a les relations suivantes

entre les rayons de quatre cercles tritangents au triangle ACB. [Les

lettres a, h, c, p ont leur signification habituelle)

l'a + 'b = <
'"c
= P' ! + l'c = « + ''' ! + ^a + l'b + l'c = 2P,

, ,

1,12,2
r + r, + r, = r.,

^.
+ --=- + j^.

(E.-N. Barisien).

Si D. 1, F; L, F, J ; F, K ; H, .M sont les points de tangence de cercles

tritangents au triangle rectangle ABC, on a

B.I — BG — AF =: AD i^- CE = 0„K ^ r,,

AL = AG =. BF ::^ Bl = GlI = O.M = r

JG = G^L = r^

Cl =z: CD =: DU = 01 = BH = r

(1) C =. AB = BF + FA = r^, + r,

(i) G = r,, + r,,
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, (ir r^ ^ Jc -r CI -f iB + ih; -.
|; |

;ci + cd) + (ad + af) + (bf + bj)]

(2) '•, —i>-

(III; a + fj = CA + CH ^ AU + DC + CB = CD + CJ = >• -f r^.

(3) a + b + r + r .

(IV) Kti aililifioiiuant (i) et (3).

(',) a + i + c = r + /•„ + /•,, + '\, == 2j;.

V Kn veiiiplarant on '\) a. p par r^ de (2'.

"') '• = »'« + '•(,
^ 'V

Vl; Los IrianglcB BO^U et BO,J sont semblables, donc

HO, _ .10, .-^ _ r^

im ~ BJ "^^ r r^

)•>• = r r, = CH.CK = CB — BH CA — AE)

= (a _ ,.^ (/, _ r) = «y> — [<• — (a + h)] = a6 = r[î- — (/• + )'^)] (de (3)

(6; -irr^ = ab.

Km (livisaul '3) iiai' (6)

'' ^ ''" = ^— ,
! 1 ^ ^ + ^

.

Georges Rodriguez.

QUESTION 798

Les cercles (C) et (C) se coupent au point A où leurs tangentes sont

t et t', et au point B. Vne droite quelconque menée par A coujje (C) et

(C) en M et M'. Les projections orthogonales de M sur t' ef de M' sur t

sont 5î<r M« }ncme cercle arec 1rs points A et B. (M. d'Ocagne).

Solution, par Alfredo Schiappa Monteiro

Désignons par C et C les centrer; des circonréreuccs données C) et i^C) ;

par a et a' les extrémités des diamètres ACa et AC'a' de celles-ci, passant

par A ; par m et m' les projections ortliogonales snr t' et t des points M et

^r lesquels, avec le point B, déterminent le triangle MBM' ; et soit z le

point de rencontre des droites yini-x et M'ni'a, qui, avec la double corde

MM' déterminent aussi le triangle MaM'. Or, dans ces deux triangles, les

angles B et a, étant égaux entre eux, comme supplémentaires de l'angle

1/iA);/' des tangentes 1 et l'. le qiiadrilalère MaBM' se trouvera inscrit dans

le cercle (.'i;, qui a pour centre un itninl 'i de la circonférence (c,,' cir-

conscrite au triangle BCC.

Cela élaul, on aura toujours, cjuelle (juc soit la position de la transver-

sale MAM'.

< M MB = M'aB et < M'MB = AaB,

comme couples d'angles inscrits respectivement dans les circonférences ,'^,

et (C), et. par <uilr, < M'aB = A(7B :
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mais, d'après les conditions présentées, la droite M'?H'a étant parallèle au

diamètre Aa de (C), le point a se trouvera en ligne droite avec les points

B et a, c'est-à-dire appartiendra à la double corde aBa' des cercles (C) et

(G", perpendiculaire à leur corde réelle commune AB.

Ainsi, quand la double-corde MAM' tourne autour de A, le sominct i

du triangle variable MaM' décrira la double-corde fixe aBa'.

Donc, les cinq jpoints A, m, a, B, m' sont sur une circonférence (a),

qui a pour diamètre la diagonale Aa du quadrilatère Amam', et qui

passe par les points de concours A c( B des deux cercles (G) et (C).

Q. E. D.

Remarque. — Comme on sait, quand la transversale MAM' tourne

autour de A, les extrémités jM, M' forment sur Tes circonférences (C), (G')

deux divisions homographiques et, par suite, les droites M»ia, M'i»'a

représentent un couple de rayons homologues de deux faisceaux homo-
graphiques, dont les centres se trouvent à l'infini ; d'où il résulte que le

lieu géométrique du point a, qui représente la rencontre de ce couple de

rayons variables, sera une coni(iue qui, dans ces cas, se réduit au

segment rectiligne double aa', qui répond à une ellijjse de petit axe nul.

En effet, pendant le mouvement de la transversale MM' autour de A, le

triangle MBM' variera, restant constamment semblable à lui-même, et il y

aura une position MoAM'o de cette transversale pour laquelle les côtés MB,

M'B de ce triangle deviendront perpendiculaires aux tangentes t' et t,

déterminant le triangle MoM',|B.

D'après cela, le point variable a coïncidera successivement avec les trois

points a, B, a situés en ligne droite, et, par suite, la conique qu'il

engendre se réduira au segment double aa ou double-corde fixe des

cercles donnés. En désignant par a' la rencontre de la transversale MM'

avec le cercle (k), on aura toujours ^^, = —,.

Alfredo Schiappa Monteiro.

Solutions exactes : Ernest Foucart, A. Droz-Farny, A. l'Huillier.

NOTE SUR LA QUESTION 767

L'énoncé exact me parait le suivant :

Démontrer que les deux équations

S bx- sin « — 2aa-y cos <? -f r-^v 1 [a- -j- h-) sin- 9 — b- cos- oT

( -f 2g{a- + b-) cos- ç = o,

S ay- cos 9 — -ibxi/ sin 9 -1
1 (a- 4- b-) cos- o — a- sin- 9I

(2) < 'a cos o \-^
' '

' ' J

(
— 2.r(a2 -1- 02) cos2 9 = o.
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résolues par rapport à .> el //, ont pour solutions :

1" x =0, >/ = o;

2" ./• = -îo, cos 'f

,

// = 20 siu
'f ;

.. _ laf/ - cos a'f cos 'v _ — in -b cos 2? sin a.
''^ ~~

o2sinï^~+"é^cos-cp' '^ "
rt-sin-'f + 6-cos'-»

^ :ia(a-^ + 6^) siii-J '^ cos '-p
^ ^ j^iVr^ + 6^) sin 9 cos'^ a.

^ ^' ~
a-sin-'f + 'Pcôs-o ' -'^

~ a-sin-'f + 6-cos-'f *

et que l'élimination de -ç entre (1) et (•».) donne :

Je ne m'occupe pas de la solution évidente .<; = o, // := o. Les équations

(i) et (2) se mettent facilement sous les formes :

{bx sin Vf — uy cos «p)- — (a^ -J- b-) cos 2Ç(y — aè sin 'f) y = o,

[bx sin (5 — oi/ cos 'f)2 + [a- -\- b-) cos io{x — 20 cos 'f)
x =^ 0.

D'où, par soustraction :

(3) .y- + y2 — -^'ax cos
'f + % ^iu

'r)
= o-

Groupant les termes du second degré dans un nombre, les termes du

premier dans l'autre et divisant, j'obtiens :

bx sin
-f
— ay cos y)- — .'/-«- + b-) cos a-f />>/ sin a

;6j.- sin s — ay cos çj- + x-\a- + i'-*) cos a» ax cos 9'

qui s'écrit

{ay cos f — /y,»,' sin
'f)

Ray cos
'f
— bx sin &) (oa* cos

'f + èy sin
'f)

— [a- + 6'-} cos- ^-fyj,

ou facilement

[ay cos o — i-r sin ^) (ay sid ^ — bx cos 'f) i^^y cos
'f + «vV sin o) := o.

1° ay cos V — bx sin 9 == o, on a —^^ = â":7;— = *•
•^ ' ^ a cos i b sin s

Portant dans (3) on trouve k = a. donc :

,/ = art cos 9, y ^= ib sin '-p.

Rendant (3) homogène en sin 9, cos 9 ce qui donne

(sin2 9 + cos- 9) (.r- -|- y-)"- — 4(''-'' ^os 9 -f *y oin 9)2 = 0,

et y portant les quantités proportionnelles à sin 9, cos 9, on a pour

facteur du résultat de l'élimination

'''- + y-)2(fl2y2 + bKt:i — ya'^b^-).

20 ax sin 9 -f ^y cos 9 =: o. Opérant comme précédemment, ou

obtient :

-îab- cos 29 . cos 9 — la-b cos 29 . sin 9

a-sin-9 4- b-co%'^-i
'

a-sin''9 -f 6-COS-9

Et pour le facteur d'élimination :

(•t-'- + y-y-[»'-y'- + b'-y-) — 4;«-'^'- — 'j'y-)'--

3° hx cos 9 — ay sin 9. On a de même :

_ aa(a- -f b'-) sin- 9 cos 9 a&/a- + 6-) sin 9 cos 9

â'^sin-f -f 6*cos"-9 ' "^ a*sin^9 -f- ô'cos^» '

et pour facteur d'élimination .

r.,,.2 + yi)2(ô2^2 + aiy-') - 4iai + 62)2^:2^2.

H. l'Huillier.
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QUESTION 774
'

Démontrer que la somme des inverser des distances du centre de gra-

vité d'un triangle aux points où les calés de ce triangle sont rencontrés

par une transi-ersale, issue de ce centre de gravité, est nulle.

(Mannheim).
Solution, par A. Droz-Farny

Le théorème de M. Mannheira est un cas parti culier du théorème de Cotes.

Si sur une transversale issue d'un point 0, et qui rencontre les côtés

d'un triangle de référence en Rj, Ro, R3 on construit un point R pour

^^^^^^^^
OR Tilî; + OÏU + OR3'

le lieu de R est une ligne droite, la polaire trilinéaire de 0.

Si coïncide avec le centre de gravité du triangle, son harmouicale

coïncide avec la droite à l'infini, donc ÔIl = =c et par conséquent

\^
I
= o. A. Droz-Farny.

Solutions exactes : Bernés, L'Huillier.

QUESTION 777 ^

On considère un triangle ABC et les trois cercles e.einscrits de centres

0^ Op Og Le cercle 0^ touche le côté BC en A', le cercle 0^ toucJie le

côlè AC en B' et le cercle 0,. touche le coté AB en C.

lo Les droites O^A', O^B', Ofi' concourent en un même point 1 qui est

le centre du cercle circonscrit au triannle 0.0,0^ Al» 1:.

2° L'axe radical des cercles 0^ et 0^ ^josic par le milieu de BC.

E.-N. Barisien.

Solution, par A. Droz-Farny
Si d'un point P, on aliaisse des perpendiculaires PA' sur BC, PB' sui- AG

et PC sur AB côtés d'un triangle ABC, on sait que les perpendiculaires

abaissées de A, B, C respectivement sur les côtés B'C, A'C, A'B' du triangle

polaire de P concourent en un point, le conjugué isogonal de P dans le

triangle ABC.

Or, les droites AO^ BO^, CO^ concourent en un point 0, orthoi-enlre du

triangle O^O^O^, et comme le point a le triangle ABC comme triangle po-

daire, les droites O^A', O^^B', O^C concourront en un même point I, le con-

,iugué isogonal de l'orthocentre donc le centre du cercle circonscrit au

triangle O^O^^O^ Le rayon du cercle circonscrit au triangle O^O^^O, csl le

double du rayon R du cercle circonscrit à son ti'iangle d'Euler ABC.

20 Les circontéi-ences 0„ et 0^^ touchent le côté BC en deux points isoto-

miques ; il en résulte que l'axe radical de ces cercles passe par le mUieu de

BC ; il est aisé de pi'ouver que le centre radical des trois cercles exinscrits

est le centre du cercle inscrit au triangle complémentaire de ABC.

A. Droz-Farny.
Solutions exactes : L'Huillier, Foucart, Plakhowo, E. Lemoine.
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QUESTION 778

Dans tovt tvax)è:e dont les diagonales soit rectangulaires, la soinme

des carres des diagonales est équivalente au carré de la soinme des deux

ciités parallèles. E.-N. Barisien.

On sait que dans loiit trapèzo convexe la somme des carrés des diago-

nales est égale à la somme des carrés des côtés latéraux augmentée dn

double rectangle des bases.

Ainsi nous aurons x- -\- g- = b- -\- d- -\- lax, mais 6- = BO^ + CO-,

d- = DO- -(- AO- en portant ces valeurs dans notre équation nous aurons

:c- -f y^ =rr BO- + CO- -f DO^ + AO^ + nac et en groupant le premier

carré avec le ([ualrième nous aurons BO- -|- AO- = a-, CO- + T'O- = ^•'

et nous aurons jf- -\- y- = a- -\- c- + iac{a + c)-. C. Q. F. D.

N. Plakhowo.
Solutions exactes : L'Huillier, Ernest Foucart, J. Goyens.

QUESTION 780 '

Solntion, par Ernest Foucart

Soient ABC un triangle équilatéral inscrit dans un cercle etV un point

quelconque de la circonférence de ce cercle. Montrer que les orthocentres

des quatre triangles ABC, PAl?, PAC et PBC forment un quctdrilatére

égal au quadrilatère PABC. E.-N. Barisien.

L'orthocentre II, do PBC est tel que PHi = AP, autrement dit IIHi est

équipollcnt à AP. En raisonnant d'une façon analogue on voit que les or-

thocentres des triangles PBC, PCA, PAB s'obtiennent en menant par H
orlhocenlre de ABC des droites équipollenles à AP, BP, CP, La proposition

énoncée en résulte de suite. On voit que P est le centre du cercle circons-

crit au quadrilatère obtenu.

Solutions exactes : E. Lemoine, L'Huillier, Rebeix, Plakhowo.

QUESTION 783 y n'ù

Etant donné un triangle ABC, on décrit les trois cercles de centres

A, B, C et de rayons respectifs p — a, p — b, p — c.

i" Si p, et p2 désignent les rayons des deux cercles tangents aux trois

cercles A, B, G, ei si v est le rayon dti cercle inscrit à ABC, on a

Pi Pi ?*

•j>." Les tangentes communes à ces cercles, considérés deux à deux, for-

ment divers triangles. Le triangle formé par des tangentes communes
extérieures et renfermant les cercles A, B, V. ou son inférieur, a pour



14 JOURNAL DE MATUKMATIQUES ELEMENTAIRES

expression du rayon de son cercle inscrit

— \ P + v^P — a + v^P — b + vp — c

'* ~ '

I I I

\'p — a V p — b vp — c

E.-N. Barisien.

Encore Descartes avait résolu la ([uesUon : étant donnés trois cercles

tangents extérieurement, décrire un cercle, qui leur soit tangent. (Voir

Queslio7is d'algèbre élémentaire, par Dcsboves, page 396 , et dans cette

solution est donnée la formule pour calculer le rayon de ce cercle

dej^ def
•*'i ~ ef + df + de"+~-îs ' '''* ~ ë/^T^/" + de — aï '

ou def, désignent les rayons de cercles, tangents entre eux deux à deux,

et s l'aii-e du triangle ABC.

s = \def'd -\- e -\- f\.

En décrivant une circonférence tangente aux trois cercles donnés, deux

cas peuvent se présenter, ou la circonférence demandée touche extérieure-

ment les trois cercles, ou elle enveloppe les circonférences données. Pour

obtenir les deux rayons, nous n'avons qu'à prendre .''i
et a-o changé de

signe; ainsi si nous posons x^ = pi — x.j = p^, nous aurons

I I <?/" + df_-{- de -y is — ef— df— de -\- is _4£

P\ Wi~~ ^ dèf def ~ aef
Mais comme s = \'def^d + e -{- f) en introduisant celte valeur au lieu

de A- dans notre équation, nous aurons

_L a. i_ _ !\^defid + e + f) _ 4v^>/ + g + /
".

Ih ' Pi" ' def sidëf "'

mais p — a ^ p — h \- p — c=j9, cela veut dire que

— + - = kfp_ ^ k

Ih Pi \l[^p — a) (,p~~b) {p — C)
'"

M. Barisien a écrit dans Mathésis (sur les triangles formés par les

tangentes communes à trois cercles donnés), où il donne une formule
en 1891, page 69, pour calculer le rayon du cercle inscrit au triangle formé
par les tangentes communes extérieures, et renfermant les cercles ABC eu
son intérieur, pour le cas où les cercles seront tangents deux à deux

,4, , 4, ,

^' "
'

v'R, v'R, \/R3

où R1R2R3 sont les rayons des trois cercles tangents. En y mettant au lieu

de RiIi2R3 leurs valeurs, nous aurons

+ -;=^- +
\p — a \p — h vj) — c

N. Plakhowo.
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QUESTION 784

On considère dans un quadrilatère inscriptible â un cercle, les quatre

triangles formés par les cotés du quadrilatère jn-is trois à trois.

On sait que les orthocentres de ces quatre triangles sont en ligne

droite \ démontrer que cette droite jiasse par le jtoint de rencontre des

diagonales du quadrilatère E.-N. Barisien.

Solution, par A. Droz-Farny

Soient ABCD, un quadrilatère inscriplible, E, le point de coupe des dia-

gonales, G et II les points d'intersection des paires de côtés opposés. Les

circonférences circonscrites aux quatre triangles considérés, se coupent en

un point F, situé sur la droite GII et qui n'est inen d'autre que le foyer de

la parabole P inscrite dans le quadrilatère. Les pieds tt,, r^, -n^j, -•, des per-

pendiculaires abaissées de F sur les cotés du quadrilatère sont on vertu du

théorème de Simson sur une droite iz la tangente au sommet dp la parabole.

Soient IIi, IL, etc., les orthocentres. ou sait que les droites FH,, FII.j, etc.,

sont divisées eu parties égales par ~, donc ces points sont sur une droite

la directrice de P. D'après un théorème bien connu, E est le pôle de la

droite GH par rapport à toutes les coniques inscrites, donc aussi par rap-

port à P ; or GII passent par F, E doit aussi se trouver sur la polaire de F,

donc sur la directrice de P. A. Droz-Farny.
Solution exacte : H. LHuillier.

SOLUTION DE LA QUESTION 786

Calculer le côté du triangle équilatéral dont les sommets sont situés

sur les circori férences concentriques ayant pour rayons r,, r^, Cj.

Le problème est possible, si l'on a r^ << r, 4- i-)). (SvechnicofiFj.

Supposons )-| < r., < >vj, et soient : 0, le centre commun des circonfé-

rences ; A,, Ao, A.j les sommets du triangle équilatéral; «[, ao, 23 les

angles A2OA3, À1OA3, A,OA., ; x le côté du triangle. Chacun des triangles

(t.V,Ao, OA,A:j, 0.\.,A:, donne une des relations

(') -c- = >'i- -(- r.y — 2r,»'.2 cos «;.

(») X- = ri- 4- »".!- — 2>',r3 cos «2

'^) x- = r,- -1- »:['- — 2r.>)-3 cos a,

Or S; =: a, -f a.,, égalité qui devioni en fonction des cosinus de ces

angles.

(4) cos-aj 4- cos-a^ + cos-a.{ — 2 COS a, cos a^ cos S;, — i = 0.

En portant les valeurs de cos a,, cos a^ et cos a;, tirés do fi) (r>.) et (?>),

dans (4), on a l'équation

_ 2'r.,2 + r..,2 _ .r2) (r,2 -f rJ — .v'^) (r,2 + r.,« — .V^) — Sri^-r.^r^^

+ 2r,2(,',,2 + r..,2 _ a:iyî + ar.,2(r,2 + y.^i — a-2)2 + 2r32(r,2 -|- r^^ — .i-2)2=o.

En la développant, le terme constant disparaît, et en divisant par .v-,

cette équation devient
.^t _ar2(r,2 -f ,..2 4. jyî) 4- (,-,'. + ,:.i -^ r,,' — ri^^r^^ — r, •!/•,- — 'VV,») =. o.
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D'où

V -^

Or, le second radical s'écrit

v^3ri + r, + )•.,) (ri + r^ — »••,) (r, + >•, — /-j) (r, + r. — ,\).

Donc, pour que le triangle équilatéral soit possible, il faut ([ue les trois

longueurs '/-j, ro, 1*3 puissent former un triangle et que l'on ait

>':t < »*i + ^'i ''2 < '"i + *•:! »'i < ''2 + ''3-

Dans ce cas, les deux valeurs de x sont réelles. En effet, pour que la

valeur de x correspondant au signe — du radical soit réelle, il faut que

i'\- + »'2- + »':r > v'Siari^ro- + -iv-^r-^^ + ir(-y-.} — t^" — r.^ — '/-.j^j

ou que r,i + r.^ + r^* > )\-ri- \- r{-r.} + r.^r_^

inégalité qui est toujours satisfaite,

— Lorsque v-j = )-, + y-.,, les deux valeurs de x se réduisent à une seule

^"= /'' + t^-' -

Lorsque r^ = r^ = r-^, on trouve les deux Aaleurs « = o, a; =: riv'3.

Cette dernière est celle du côté du triangle équilatéral inscrit.

(E.-N. Barisien).

Solutions exactes : PlakhoTvo, S. Goyens.

QUESTION 787

Pm- le point situé sur la hase du triangle isoscàle ABC, on mène la

sécante DE, qui coupe les cotés AB et BC en des points D et E. Des points

D e( E on abaisse les perpendiculaires DX et EY sur la base AC.

Démontrer que ^ + .-=ry = 2. (Svechnicoff).

Solution, pai" A. Droz-Farny
Je suppose X dans l'intérieur de AC et Y à l'extérieur ; on a

AO
,
AX

,
AX . ,.

GO _ C Y _ _ ÇY . „

OY — '
~" OY ~~ ' EY ^

d'où évidemment par addition ; j^v. + 7=^^ = 2.

Solutions exactes : L'Huillier, Ohotnikoff.

Le Direcleur-gérant,

Georges MARIAUD.

SAINT-AMAND (cUEr). IHPRIMEBIE SCIENTIFIQUE KT MTTEnAlRE, BISSIBBE FHÈBES.
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PREMIÈRE PARTIE
Questions proposées aux CaïKlidats

I. - A L'ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIKE S^-CYR

î^09. ;ilathéiiiati(|ues. — On donne un point A à l'inté-

rieur d'un cercle 0. Un angle droit, dont le sommet est en A,

pivote autour de A. Les cùlés de cet angle rencontrent en B et G

la circonférence.

i" Lieu du milieu de BC ;

2° Lieu du point H, pied de la perpendiculaire abaissée de A
sur BC

;

3" Lieu du point de rencontre do la bissectrice de l'angle droit

avec B(^.

aOÎ)»'». — Résoudre

sin 'dcc = sin(a — ce). s'm{b — x). sin(c — x).

30y'«''. — On donne deux droites rectangulaires O.r et Oi/.

Sur Ox on prend OA ::=: a. On considère un triangle rectangle tel

qu'un sommet soit en A; l'angle droit en B sur Oy. Calculer les

côtés de ce triangle sachant que sa surface est égale au carré

construit sur OA, et que le volume engendré par le triangle tour-

nant autour de 0// et dans un rapport donne m avec la sphère de

diamètre OA.

ÎJ09*»"»**''. ICpure. — Intersection d'une sphère de rayon

o,i5 tangente au plan horizontal avec un prisme triangulaire dont

les arêtes ont pour pente i/--»., dont l'une passe par le centre de la

sphère. Le côté du triangle a ()'",io de longueur.

310. Calcul Irigononiétricpie. — Résoudre un triangle

connaissant :

h = i22"',82, a = i832 mètres, A = 28''3i'4o"5,

IL - A L'INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE

ÎÎII. ^Ialliéinalic|iies. — On donne un triangle rec-

tangle OAM. Sur riivj)olhénuse AB un point M variable. On ])ro-

jetle M en P et Q sur OB et OA. On construit les carrés OPRS,

OQR'S'. Calculer la position de M pour que la surface

MR'S'OSRM = K-.

JOURNAL DE MATH. KLKM. — 1898. 2
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m I •*'*. — Rendre calculable par logarithmes :

X = i -h sin a -+- cos c.

gifter. Plijsique. — Deux lentilles convergentes ayant

une distance focale de i mètre, sont placées à i mètre l'une de

l'autre. Quelle position faut-il donner à un objet, pour que le

système fournisse :

1° Une image réelle et renversée égale à l'objet.

2° Une image réelle deux fois plus grande.

31 iquaier. _ Calculer :

v/t/'yb 280 H- v'6 98'i

m. — AU BACCALAUREAT
LETTRES- MAïllÉMATIQUES

31S. Malliéiiiatiqiies. a) (Obligatoire). Résoudre

^n tg ^ — ^j + « cotg i^-^ + X

Résoudre et discuter :

77ÎX- — (wi- — 3m -f- 2) -h -im — 6 =
quand x varie entre h- 1 et — 1.

b) Au choix. — 1° Enoncer et démontrer ces théorèmes qui

conduisent à la mesure de l'angle dièdre.

2° Enoncer et démontrer les théorèmes qui conduisent à la

mesure de l'angle au centre.

3° Volume et surface de la sphère.

3l<2bi8, Physique, a) {Obligatoire). — Un morceau de bois

de densité 0,129 a la forme d'un cône droit, on le fait flotter sur

l'eau de manière que son axe soit vertical, en mettant d'abord le

sommet en bas et ensuite en haut. On demande la portion de la

hauteur qui s'enfonce chaque fois.

b) Au choix. — 1° Coefficient do dilatation des gaz.

2° Vapeurs saturantes et non saturantes.

3" Hygrométrie.
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IV. — BACCALAURÉAT (LKnUlj:S>SClEi\CES)

Î:il3. .\lalliéiiiali(|iies. {ObUf/atoire). — Exprimer que

le segment de la droite 9.0? -t- 3y — X = inlorcepté par les deux

autres droites '^x^ -+- 5ij- -+- 6xy = o est égal à K.

Au clioix) 1" Angle de deux droites;

•i° Angle de deux plans
;

3° Angle d'une droite et d'un plan.

I lîi'>>*. PliVfsîqiK». — Une lunette astronomique dont l'ob-

jectif et l'oculaire ont respectivement pour longueur focale F et /"

est braquée sur un objet distant de 1) de l'objectif par un obser-

vateur dont la distance de vision =• 0. Calculer la distance qui

sépare l'objectif de l'oculaire quand l'observateur voit nettement

l'image.

Au choùj) i" Pompes et siphons
;

2° Machine de Morin
;

3° Plan incliné.

V. — AUX ËCOLUS D AGRICULTURE

114. Ai*itliniéli(|iie. — L'u père, en mourant, laisse

100 000 francs à ses trois enfants, âgés respectivement de 12, i5

et 19 ans. Opérer le partage de telle façon que les trois lots,

accrus de leurs intérêts simples à 5 %, constituent trois sommes
égales à la majorité des jeunes gens.

1 1 4bi«. - Calculer : \/ 1Vv'A^jf •

V\/v^^

VL — AUX ECOLES D E COMMERCE

115. Arilliiiiélic|iic. — 1" Trouver un nombre entier qui

soit supérieur de 20 au carré ([ui le précède et qui soit inférieur

de 5 au carré qui le suit.

2" Une montre marcjue G heures.

Quelle est la première heure à laquelle la distance de la grande

aiguille au chilîre XII du cadran sera égale à la distance de la

jielile aiguille au chiiïre VI du cadran.

Le n'sullat sera exprimé ;i une dcui-sccitude prés.
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116. Alg'èbi'C. — Effectuer la division de :

(.'•" — 64 a'') par (./• — -2.0).

x^ 64û!^
Montrer, d'après l'examen du quotient obtenu, que

esl la somme des termes d'une progression géométrique dont on

demande di; trouver la rasioii, le loremier tenue et le nombre des

termes.

1 I T. Calcul loa;ai*î(liiiiîc|iie. — Calculer l'expression :

Y 1324,55 X v/o,oooT X ï/i3,52

V ^0,1172 X 83125-2

Chaque candidat calculera cette expression avec l'approxima-

tion que comporte la table dont il se sert.

Il sera tenu compte de la bonne disposition et de l'ordre des

calculs.

I 18. Géométrie. — Construire un triangle connaissant le

rayon du cercle inscrit, un angle et une des hauteurs non issues

du sommet de l'angle donné.

Discussion.

1 19. Coiiiposilioii française. — De l'utilité des colo-

nies pour une puissance telle que la France. Quelques mots sur

l'expansion coloniale française depuis la guerre de 1870.

DEUXIÈME & TROISIÈME PARTIE

QUESTION 71

par les sommets A et A' de l'ellipse '[, on mène les droites A^s et A'N'

perpendiculaires à l'axe focal. Par un point M de f on mène la tangente

à cette courbe jusqu'à sa rencontre arec les droites AN et AN' en des

j)oints B et B'. De ces points, on élève des perpendiculaires à la tan-

gente. Soient X et X' les points d'intersection de ces j)^>'P^ndiculairesII 2
avec l'axe focal. Démontrer x^ — tt^, = =1= si l'on désigne par p le

demi-paramètre de l'ellipse. SvechnicofF.

Solution, par A. Droz-Farny

La tangente coupe Taxe focal en U du cùlé de A' par exemple. Connue

AN — A'N' = C- on pourra poser AN = bx et A'N' = -
, de là :

a

et AL — -r,
—— .

AU AU 20,
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PuisAX = ^=:^!<^^i::i^, ax^^^^^Î^.
AU 2a A U aaa-

: I '.«a 2 2
'^«"•'

A'X' - ÂTv = "P = PT, = ;r

QUESTION 790

Deux circonférences A, A *'^ coupent aux points A, B ; /a tanffenle à \

en A, couine A' «h C; ^a tangeule à ^',ence même point A, coupe A eu D.

Soi£ D' le symétrique de I) ^mc rapporta A. Démontrer que la circonfé-

rence CAD' a so»i centre sur la perpendiculaire élerée en A, à AU.

G. L).
iSolutlon, par A. Droz-Farny

Soient et 0' les oeulres respectifs de A et A', S le point milieu de AD'

et Y le point milieu de AG. Les perpendiculaires élcA-ées en 5 sur AD' et

en Y sur AC se croisent en P centre de la circonférence circonscrile au

lrianf,'le CAD'. OA prolongé rencontre Po en un point 0' symétrique de

par rap|)ort à A. Les deux droites 00" et yO'P perpendiculaires sur AC sont

parallèles, de même les droites OA et PO'y sont parallèles. PO'AC est donc

un parallélogramme et par conséquent PO' = 0"A ^ AO, donc PAOO' est

aussi un parallélogramme et PY étant parallèle à 00' est bien perpendicu-

laire à AB.

Remarque. — 1. Le rayon de la circonférence circonscrite au triangle

CAD' est égal à la distance OQ' des centres des circonférences A et A'.

II. Les trois droites DB, CD' et O'A se croisent en un même point.

Solutions exactes : L'Huillier, Foucart.

QUESTION 791 '^

On considère un triangle ABC ; soient G le point de Gergonne corres'

pondant au cercle inscrit; G„, 0(„ G, ceux des cercles ex-inscrits. i° La
droite GG„ coupe BC en A' : démontrer que AA' et les droites analogues

BB', ce concourent au l'oint réciproque du centre du cercle tt nch-

inscrit. 2". La droite G^Gc rencontre BC en A"; le point A" et les points

logues B", C sont en ligne droite, (G. L.).

^uliitîon, par A. Droz-Farny
La droite GC,, a pour éiination en coordonnées barycentriques

a
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Cette droite passe visiblement par le réciproque du centre du cercle ins-

crit déterminé par les coordonnées a sin A = fi = y sin C.

2) La droite Cn.G. aura pour équation :

a

t<^^^^°2
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QUESTION 7y;{

Solution, par M. B. Boutin
D'un point pr/y arbitrairement sur le plan d'un triangle donné, on

mène une parallèle à l'un des cotes de ce triangle et l'on jirend l'har-

monique conjugué de Q par rappjort au point on elle coupe les deux
autres côtés. Les points obtenus ainsi sur les parallèles menées de aux
trois côtés du triangle appartiennoit à une même droite.

(Mannheim).
Soient, en coordonnées barycentriqucs, a', jj', y', les coordonnées de O ;

0„, 0(,, 0... les conjugnés harmoniques de 0, situés respectivcmcut sur les

parallèles menées par à BG, CA, AU.

Les coordonnées de 0„, 0/,, 0,, sont :

(0„) a (.3' - Y'), ?'(?' + 7'), - Y'(.3' + T'),

(0,) - a'(a' + Y'), ?'(Y' - «'), ï'(^' + 'O.

(0.) a' (a' + ,3'), _ .8' (a' + ?'), y'(*' - ?''•

On constate aisément que le déterminant de ces coordonnées est nulle
;

donc les j points sont en ligne droite.

^ L'équation de cette droite est d'ailleurs :

l>
(?' + ï') +

l
(«' + ï') + \.

(a' + P') = o,

celte droite est parallèle à la droite harmoniquement associée au point 0.

Solutions exactes : Foucart, L'Huillier.

Soil .X xm nombre impair égal à la somme de deux carrés et composé
de n fadeurs jyremiers, égaux ou inégaux.

Le carré de N est :

1° La somme de deux carrés {imoprièté évidente et connue);

2° La somme de trois carrés;

3° La somme de quatre cannés;

4° La somme de (n + i) carrés. (E. Catalan).

On sait que si X est un nombre composé égal à la somme de deux carrés,

alors tout diviseur de cette somme de deux carrés est lui-même une
somme de deux carres (p. 483. Tex. d'Arith. Fitz-Patrieli et Cluimel).

Ainsi > = abcd... n = A- + B-, chaque facteur impair qui constitue le

nombre N est égal à la somme de deux carrés.

a ^ a.2 + p, A = 2,2 + p,2, c = ao2 + .3.2.

n = a„2 -f pj.
Posons premièrement N composé de deux facteurs égaux, et égal à la

somme de deux carrés N = A2 -f B^.

Alors son carré

N2 = (A2 -f B2)2 ^ Al 4- 3A2B2 + B' ^ A2(A2- + B2) -f A2B2 + Bt

et comme N est composé de deux facteurs égaux, ainsi A2 -f- B- est un
carré partait, et le produit de A2(A'- + B2) est aussi un carré parfait. Ainsi

.N- est une somme de trois carrés, et si X2 composé de deux fadeurs égaux,
égal la somme de trois carrés. Si nous introduisons un facteur, égal à
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chacun des premiers, le nombre N sera composé de trois facteurs égaux, et

le troisième fadeur, étant supposé égal à la somme de deux carrés, son

carré sera aussi le somme de deux carrés.

Ainsi r^^ = (a6)2 = Ai -i- B^ -f G^,

supposons N = abc

et c = 2,2 + ?o2,

alors >'"^ = (abc)'i = c^A'^ + c'^B^ + ao^C^ + ^^^c^ = a- + B2 + B^ -f D^.

Ainsi quand N est composé de trois facteurs égaux, son carré est com-
posé d'une somme de quatre carrés, ainsi de suite : si ]\ est composé de »i

facteurs égaux, son carré sera composé d'une somme de >^ -f i carres.

Supposons en second lieu, >' composé de deux facteurs inégaux, et tels

qu'il n'y ait pas de facteur 5, alors le carré de >' doit être formé d'une

somme de deux caiTés, dont l'un au moins doit être divisible par 5 (page

293 du Bullet. de Mathém. Élément., 1896-97).

Si, par exemple, nous avons 3o, et rs'^ = 3o* + 9-, alors nous n'avons

qu'à diA'iser 3o par 5, ce qui donne 6, et pouvons écrire

ÎS-2 = 52, 62 + 9-2 = 62(32 + 42) -f 32, 62 + 42, 62 -f 92.

Ainsi, le nombre >'2 composé de deux facteurs inégaux, sera une somme
de trois carrés ; et si N est composé de n facteurs inégaux, son carré sera

composé de }i -f I carrés. Mais nous avons exclu le facteur 5 ; s'il figure

dans le produit, alors N2 = 25(A2) + 25(B2) + 3C2 + 4G2.

Ainsi, nous voyons que le facteur 5 ne modifie en rien la règle, et si .\

est composé de trois facteurs inégaux, son carré sera une somme de quatre

carrés, >'2 _ a2 -|- b2 + C2 + D^.

Mais le produit de deux facteurs peut être présenté sous une somme de

cinq carrés. En jjosant N = 24 nous trouvons

K2=2042-[-852=2042-f-842+ l32=2042+S42-î-l22+â2^2042+.S42+i3-'-L4Ja-3J.

N. Plakho"wo.

QUESTION 769

Construire un triangle ABC, connaissant le rayon R du cercle cir-

conscrit, la longueur du côté a et la distance de l'orthocenlre H au
milieu de ce côté.

Solution. — Soit ABC le triangle, H l'orthocentre, M le mDieu du côté

BC = a.

Dans le triangle BHC on connaît BC = a, la médiane MH et l'angle

BHC = iSo» — A (l'angle A est connu puisque la corde BC et R sont

connus . De là la construction.

Dans la circonférence R inscriAons une corde BC = a. Sur BC comme
corde décrivons le segment capable de iSo"— A, c'eslà-dire la circonférence

R' symétrique de R par rapport à BC. Du point M comme centre avec MU
comme rayon, décrivons un arc de cercle qui coupe R' en H. Hl perpendi-

culaire sur BC rencontre la circonférence en A. L. Goyens.
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QUESTION 773

i" Lorsque deux circonférences A, A' dé centres 0, 0' se coupent en A.

oi'thoffonalcment ; S étant le centre de similitude, l'un des angles OAS
est de 450, l'autre O'AS est de il')«.

En d'autres termes, si l'on préfère cette forme donnée à l'énoncé :

Si deux circonférences se coupent orthognnalemeyit, la corde commune
est rue du centre de l'une des circonférences et du centre de similitude

sous des angles complémentaires.

2° La polaire de S par rapport à l'une des circonférences, à A par
exemple, coujye les droites AO, AO' en des points P, P'. Démontrer que

AP est égal au rayon de A' et que AP' est égal au rayon de A. 'G. L.)

Solution, par A. Droz-Farny

La droite SA coupe A eu a et a' en a' ; S étant le ceulrc de similitude

directe par exemple, on a : Oa parallèle à O'A donc Oa perpendiculaire à

OA et, par conséquent, angle OAa = OaA ^ 4-^°; de même, O'AS ^= 90

4- 45 = i35o.

3° Les tangentes en a et A au cercle A se croisent en P' sur la polaire

de S ; comme P'A = P'a la figure P'AOa est un carré, donc P'A = OA.

Dans le triangle POP', 0. est l'orthocenlre ; ifcn résulte O'A.AP'^PA.OA ;

or, OA = P'A, donc PA =^ O'A.

Remarque. — On peut signaler les propriétés suivantes :

Soit ,3 le pied de la polaire considérée ; le cercle 0' et le cercle sur S^

comme diamètre ont pour axe radical le diamètre de perpendiculaire

à OS.

Le cercle étant orthogonal aux deux autres, passe par les points limites

du faisceau qu'ils déterminent.

Les tangentes en a et a' sont orthogonales; chacune d'elles = R + R'-

OUKSÏIOX 771)

Soient : M, un point d'une ellipse, de centre 0; P, la projection de M
sur le grand axe; X et T les points où la normale et la tangente en M
rencontrent respectivement le grand axe. On prend sur le grand axe

NQ = OP et on trace le cercle de diamètre QT. Montrer que la tangente

menée de 'S à ce cercle a pour longueur le demi-diamètre conjugué

à OM. (E.-N. Barisien).

Soluiion, pur A. Droz-Farny

Soient : ( la longueur de la tangente; a le demi-diumèlro conjugué à

OM := ly et d la perpendiculaire abaissée de sur la tangente en M.

On a : «^ = NQ.NT.

_ 01 ..\T _ -^- _ -g-

.

Or, d'après un théorème lonnu en représentant par R le point de coupe
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du petit axe et de hi normale on a : ~ = —, et M>'.MR = o,-, de là

MN = —T-, aI> = —' = — TT*- = ~^i, portons cette valeur dans hi
ex

~ ce tt " Cf/~

relation précédente, elle deviendra :<"- = «!-, t = ai.

A. Droz-Farny.

QUESTION 794

Soliilion, par Ernest Foucart

On donne une circonférence de cercle et Vun de ses diamèLres. D'un
point M de la circonférence on abaisxe sur ce diamètre la perpendicu-
laire MP, que Von partage en M' dayis un rapport donné. On mène la

droite M'T, qui joint le jwint M' au point T on la tangente en M au
cercle rencojitre le diamètre donné. De Vun des points oii. M'T coupe le

cercle on lui élève une perpendiculaire.

Cette droite coupe le diamètre en un point F qui est le même, quel que

soit M sur le cercle : c'est ce qu'on propose de démontrer sans considérer

l'ellipse, lieu de M', et sans utiliser les j^ropriétés corrcsjw^idant à cette

considération. (Mannheim).
Soit w l'angle polaire de M; R le point où M'T coupe le cercle; Rj la

projection de sur M'T.

On a MP = R sin w. MP = /• R sln o, OT = -^ , PT = R ?L^4^.
cos w cos-w

Des triangles semblables qui se voient sur la figure donnent

(I)

OR OT
D'autres triangles semblables donnent ^.-p = yûr^,.

Doîi RRi = R2 — :M'P ^2 .

OT
Et remplaçant par les valeurs trouvées
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Solution

Soit Q' le milieu de A'B'; ahaissoiis sur OA' et OB' les perpendiculaires

O'M, ON ; on a OM = ON.

Le ti-iangle A'OB' étant iso?cf'Ie, on a aussi

AM = EN,

d'où Â(VM = B(J~X.

On aura donc AOTî = mTvn = 90".

Remarques . — i" On voit inimédiatpinont que

OB = OA.
2" On pont ('iioncer la proposition do lu manière suivante :

« Si dans un triangle isoscèle A'OB' rectangle en 0, on prend à partir de

« sur le côté OA' une longueur OA et sur le côté B'O, à partir de B', une

« autre longueur B'B égale c"i OA, 0' étant le milieu de l'hypolénuso A'B',

« l'angle AO'B est droit et on a OA = OB. » J.-F. d'Avillez.

AUTRE SOLUTION DE LA QUESTION TÙH

Si Ion pose, 0' étant le milieu de .V'B',

OA = h et OB = a,

OA =. X et O'B — y,

on a, dans le triangle OO'A', d'après le tliéorèmc de Stewart,

T
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Solution

Daus tout triangle, on a r^ -\- r^ = 4R cos^ -,

or, dans le eas considéré R = -
, C = qo".

d'où l'on déduit la première relation.

On sait aussi que r = jj tang -
,

donc r ^ p.

La troisième relation se déduit de ia formule connue

(a + ô)r>>
S =.

, %r + r^

où s est l'aire du triangle, car on en tire

(a + b)rr

En ajoutant la première et la troisième relation on obtient la quatrième,

et si l'on retranche de celle-ci la seconde on a la cinquième.

La sixième se déduit des formules connues

S . S> =: ~ et )• =
.

JJ '
i^ — c

On a, en effet ^ + - = ^^^=^ = -+--
'• rc ^ ^

et S = ^,
2

donc I + _L = ^ + ^.

Hemarques. — La cinquième relation peut aussi se déduii'c de la for-

r + r -|" '';, — *V
mule connue k = —

-,
—

,

'
4

k, désignant la distance du centre du cercle circonscrit au côté c ; dans le

triangle ACB, on a A =r o, d'où l'on obtient immédiatement la relation

cherchée.

On peut aussi trouver d'autres relations qui se vérifient dans le triangle

ACB. J.-F. d'Avillez.

QUESTION PROPOSÉE N" 799

0)1 donne deux cercles (G), (G'j, qui se coupent en o. Par ce point, on

mène une transversale arbitraire qui rencontre (C) en a et {C) en a'.

Du point Bi on mène la droite at 2:)arallèlement au rayon de (G'j, qui

passe par a' : démontrer que, lorsque la transversale tourne autour de

o, la droite at reste tangente à une circonférence. (Mannheim).
Solution, par Alfredo Schiappa Monteiro.

Menons dans le cercle (G) le rayon G'o, qui coupe at au point t; et soient

^0 et p les pieds des perpendiculaires Cjif,, Cp abaissées du centre G du
cercle ^G: sur Co et at.
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Les Iriangles oCa et ota seront toujours isoscMo? et seml)lables, et, par

suite, lorsque la transversale a'oa pivotera autour du point fixe o, on aura

constamment ,C^ = Cp(, = const.

Donc, la parallèle at au rayon C'a' de (C) restera toujours èqiiidinlunt

de G, et, jxir conséquent, e.nreloppera une circonférence concentrique à

((]) et de rayon égal à la pterpeiidiculaire CpQ à Co Q. e. d.

Lisl)oa, 1897, Alfredo Schiappa Monteiro.

QUESTION PROPOSÉE xN° 800

()n donne une série de cercles qui.se touchent en a, el une autre qui se

touchent en h. Démontrer que le lieu des points de contact de ces cercles

est formé de dexix circonférences de cercles qui se reucontrent à angles

droits en a et 1). (Mannheim).

Solution, par Alfredo Schiappa Monteiro.

Soient ca et cb les droites sur lesquelles se trouvent les centres at,, a',..;

et jâ], t>' i,... ; des deux suites de cercles considérés («i), (a'i),... : et (,3), (,3',),.

Considérons d'abord deux de ces cercles (a,), (pi) qui se touchent en x.

Soit I le centre du cercle inscrit (I dans le triangle cai,3i, qui touche en

T, G,, Oo les cotés aa,, c,3,, ai^'^^ ; et puisque ce centre se doit trouver équi-

dislant de n, h, x, il sera aussi l'intersection de la bissectrice fixe le de ce

triangle et de la perpendiculaire \m élevée au milieu du segment ah ; d'où

il résulte que ce cercle inscrit \l) sera incariable et aura pour équation

IT = r Ainsi lorsque la droite a,Pi roulera sur cette circonférence fixe (I)

leurs points d'intersection avec les droites ac, hc seront les centres décou-
plés de cercles de ces deux suites, dont le point de contact appartient au
lieu demandé.

Or, les côtés ax, bx de l'angle a.rb étant évidemment parallèle? aux côtés

Tf)^, OiO.> de l'angle TfloOi inscrit dans le cercle (Ij, et dirigés dans le même
sens, ces angles seront égaux ; mais ce dernier angle est constamment égal

à l'angle ÏOïC ou cTO, ou bien à son supplément, donc il en est de même
du premier angle, et, par suite, le lieu géométrique du point x dans ce

cas sera la circonférence (abx) de rayon la = Ib = \\, concentrique à la

circonférence (I), et qui donne le segment capable de cet angle c'i'Oi ou
de son supplément par rapjwrt à ab.

Maintenant considérant encore le cercle (a,) et l'autre (fi',) de centre ,3,'

appartenant à l'antre suite, qui le touche en y. Soit I' le centre du cercle

inscrit (I) dans le triangle cailî',, qui touche en T,, O'i, O'., les côtés ca,,

c?'i, ^ili'i- Comme ce centre doit aussi élre équidistant de a, b, y sera de

mémo l'intersection do la bissectrice fixe l'c de co triangle avec la di-oite

liiiV, d'où il résulte que ce cercle sera invariable et aura pour rayon

1T| = >•',. Donc, lors(iue la droite a,;î', roulera sur cette circonférence fixe

(T), leurs points d'intersection avec les droites ac, bc seront les centres do

con|)ics de cercles de ces deux suites, dont les points de contact appar-
tiouMont de même au lieu demandé.

Dune manit-re analogue ù la précédcnti- un voit que, dans ce cas, l'angle
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ayb sera conslanmient égal à laugle TjO'i ou à son supplément, d'où il ré-

sulte que le lieu géométrique du point y sera la circonférence (aby) de

rayon l'a = l'b ^ r'i, concentrique à la circonférence (I), et qui donne

le segment capable de cet angle cT/J'i ou de son supplément par rapport

à ab.

Comme on le voit, les angles cT6i et cTiQ', ou leurs suppléments, et, par

suite, les angles abx et aby étant complémentaires il s'ensuit ({ue ces deux

cercles [abx) et (aby), qui représentent le lieu géométrique demandé, se

coupent orthogonalement aux points a et b ; c'est à dire qu'on aura

< Iba == bVI,

ou on voit que les droites Tôj et T|6', s'entrecoupent perpendiculairement

et que, par suite, il en sera de même des rayons Ib, l'b.

Cas particuliers. — Bien que dans cette question on ne demande la dis-

cussion ni de présenter les différents cas particuliers, qui peuvent avoir

lieu ; nous allons, en tout cas, dire, en passant, quelques mots à ce sujet.

Comme on sait, dans ces deux suites de cercles, qui se touchent en a et

b, on a aussi à considérer les tangentes à ces cercles en ces points, les-

quelles avec leurs parallèles à l'infini déterminent les deux cercles doubles

opérantiques ou de rayons infinis de ces deux suites. C'est donc à partir

de ces cercles que les centres des autres cercles générateurs des deux cer-

cles fixes {abx), [aby), de la suite correspondante, qui étaient d'un certain

côté du point de contact de cette suite de cercles passent à des côtés opposés.

Dans le cas où l'angle des droites ca et cb, lieux des centres des cercles

des deux suites, est droit, les cercles .{abx), (aby), qui composent le lieu

demandé, sei'ont évidemment égaux.

Si l'on imagine que les droites ac et bc, après avoir tourné autour de a

et b, deviennent parallèles, les points c, 1' se trouveront rejetés à l'infini,

et par suite l'un des cercles (abx) aura pour diamètre le segment ab, et

l'autre cercle (aby) deviendra opérantique, c'est-à-dire se réduira à la droite

ab et à sa parallèle à l'infini.

Dans le cas où les droites ac et bc coïncident seulement en direction, le

lieu se composera des points a, b et de la droite ab.

Si dans ce dernier cas les points a, b co'incident en un seul et même point

celui-ci sera le lieu demandé.

Lorsque ces points coïncideront sans qu'il en soit de même des droites

ac, bc il n'y aura pas de solution.

Lisboa, 1897. Alfredo Schiappa Monteiro.
-*—

»

QUESTION PROPOSÉE N» 801

Trouver Faire de Vennêagone ayant pour so7iirnets les neuf ptoinis re-

marquables du cercle d'Euler. (A > B > G).

(Seholasstips, Oueen's collège, Cambridge, 1894).

Pour trouver l'aire de l'ennéagone déterminée par les neuf points l'eraar-

quables du cercle d'Euler, considérons la figure 4'i9' P- •^>03, des exercices

de géométrie p, F. J. ; il suffit de soustraire de l'àire du triangle ABC, les
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six aires des triangles AJL, ALC. ItD.I, li.ll^, CSK, cl CSI". L'aire de IVniiéa-

gone sera S — AJL — ALG — liDJ — B.n: — CSK — CSF. Mais l'aire de

AjL est égale à Ai AL.sin LAj ... * .r i> t » i-..^' ° —' '
, mais Al = c cos A, AL = R cos A, et 1 an-

, , . . ^ Rc cos^A cos C
fjle LAj =90 — C ; nous aurons .

,, . . ,, „ , , AL.AG. sin G.\L ... 1 nu » , -.

L aire A LG sera égale ; et 1 angle GAL = 90 — B, ou

/ cos-.-
. &—

^ ^^g j^ même manière nous aurons les aires des quatre autres

triangles.

. „,., Bc cos B cos A . TMi- I^<* L'OS B cos C
A BKJ = ; , A UJL = -, ,

4
.

»

, ,.,.., l\b cos^G cos B . ^on R* cos C cos A
2 4

Prenons pour S la formule S =: - (a cos A + ^ cos B -\- c cos Cj, mais

a =--2 \i sin A, i := 2R sin B, c = 2R sin G. En substituant ces valeurs

au lieu de a, b, c, nous aurons : S = (2 cos A. sin A + 2 cos B siu B

-f 2 cos c sin Cl = R- , . . , . „ . . r-v » • t 1 • • „,
' — (sin 2A -j- sin 2B -J- siu 2G). Ajoutons les six aires

I nsomlde, et aj^rès avoir remplacé a, l>, c par leurs valeurs, prenons —

comme diviseur commun, nous aurons :

— [2 cos-A cos C sin C -{- 2 cos-A, cos B sin B + 2 cos- C cos B sin B

-r - (cos A cos B sin C -f cos B cos C sin A -f cos C cos A sin B
j

= — [cos A sin 2G -f cos- A sin 2B + cos-G sin 2B -f - (cos B cos A sin C

+ cos C cos A sin B -f cos B cos G sin A)] = —[2 cos A sin^G 4- >. cos-A

+ sin oB + 2 cos^G sin ,b + glj
^ ^^ + ^'"'-^"-^"^^t] ^sin2G +sin2A-sin2B

sin 2G + sin 2B — sin 2Ai R2/ ... ,^ , ., . • n+ 7 I = -,- 1 2 cos- A sin 2G 4- 2 cos2 A sin 2»

+ 2 C0S2G sin 2B = ^i" ^A -f sin 2B -f sin 2G\

Rolrandions maintenant cette dernière expression de l'expression de

l'aire du triangle, nous aurons :

RV
V ( 'i sin «A -f 2 sin 2R -f 2 sin 2G — 2 cos^A sin 2G — 2 cos-A sin 2B

- 2 cos^G sin 2B - sin2A + sia2B+_sin3G\ ^ R^|-|
^^.^^ ^ j^ ^ ^.^ ^^

-f siu 2G) — 2 cos-A sin 2G — 2 cos-A sin -.di — 2 cos-G sin aB
|

.

= ^-| /(sin2A-|-sin2B-f sin2G)— aTcos^ACslir^G -|-sin2Bj4-cos-Gsin2B 1 1,

celte expression a l'inconvénient d'èlre vraie seulement pour un triangle

acutangle, mais si nous avons un triangle oldusangle nous pouvons cons-

trniie un second triangle acutangle ayant le même cercle des neuf points.
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Observant la même figure 4^9) l'angle KIIB = 90 — B, el l'angle KAB = C,

KAG = B, CHK = 90 — C, l'angle BIIK sera supplémentaire à l'angle

BHA = 90 + B. Les angles HBA et HCA = H — 90.

Si nous connaissons un côté et deux angles adjacents, nous pourrons

toujours calculer les deux autres côtés, et déterminer ainsi un triangle acut-

angle ayant même cercle des neuf points.

Si l'angle A est plus grand que B, et B plus grand que C, alors les liau.

teurs des sommets B et C seront plus près du sommet A, et nous aurons

la figure 4'i9- N. Plakhowo.

(n — i) ! >j est divisible par u [impair). iScholarstips St lohus

1

Collège Cambridge, 1893).

Supposons u impair, alors n — 1 sera pair, et nous aurons :

(n - i) !

(^ + ; + 5 + ... +

en groupant les termes à égale distance des extrêmes, on voit que cette

expression peut se mettre sous ta forme

'»-)! [(- + ^,) + (^ + r^;) + .. + (; + ;r^,)]

= («-)! [_rr--, + s-=^) + 3(S^ + - + i^ïï^]-

ou encore sous la forme

,Tfn- i) l (n - i) ! {n- i)! -]

Li(H — i)
"^ 2(n — 2) ^ • ^ l{n — l)y

Chacune des fractions entre crochets est un nombre entier, donc cette

somme est u multiple de u impair. Celte question est connue, puisqu'elle

est résolue dans les exercices d'arithmétique par Fitz-Patrick et Chevreil,

question 224. p. 179. N. Plakhowo.

Le Directeur-gérant,

Georges MARIAUD.

SAINT-AMANl) (CHER). — IMPRIMERIE SCIENTIUQUE ET LITTERAIRE, BLS3IÉRE FRÈRES.
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PREMIÈRE PARTIE
<^iieslioiis proposées aux Candklafs

I. — A L'ECOLE SPÉCLVLE MILITAIRE S^ -CYR

ÎÎ20. Maihémaliques. — Soient AB un diamèlre fixe

d'un cercle et M un point varial)le de la circonférence. On prend

sur AM, à partir du point M, deux longueurs MC = MC = MB.
Démontrer que chacun des points C et C décrit une circonférence.

E.-N. Barisien.
li*H, Epure. — Une sphère d'un rayon de 5 centimètres est

tangente au plan horizontal. Un cône dont le sommet S a pour

cote 10 centimètres el tel que la projection S soit à lo centi-

mètres à droite du point de contact, est circonscrit à cette sphère.

Une autre sphère a son centre sur l'axe du cône et passe à la fois

par le centre de la première sphère et le sommet du cône. On
demande de représenter la partie du cône comprise entre le plan

horizontal et cette dernière sphère supposée enlevée. Déterminer

la tangente en un point de l'intersection.

322. C aïeul h'ls,-onoméiri<iue. — Résoudre un triangle,

connaissant :

A = 3o° 34' 28" 6 ; B = 42" 26' i5" 8 et h, = 2724'",62.

11. - A L'LXSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE

IVZli, Matliéniafiques. — Calculer par la méthode des
parties aliquotos du lomps les intérêts des sommes suivantes :

9245 francs à 4 7o pendant ii3 jours;

8240 » 6 7o » 223 »

4i2 )) 4,5o «
„ » 85 »

9720 » 3 Vo » 109 ),

879'^ » 5 7o » 173 „

8027 » 6 "/o » 43 „

:J24, — Chasser les radicaux du dénominateur de la fraction :

1

v/â H- v/3 -I- \/4
•

:J25. Physique.— Un hailnn do i„ liiirs dp capacité con-

JOUliNAI. nr. MATH. KLKM. — 18^18. 3
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tient un mélange d'air sec et de vapeur d'eau, la tension de celle

dernière étant de 5"", 8 et la pression totale de 760 millimètres.

La température du ballon est de i5 degrés. On demande ce que

deviendra la pression du mélange si l'on introduit dans ce ballon

une nouvelle quantité d'air sec qui, à lo*^, occupait un volume

de 4 lities sous la pression de 810 millimètres.

320. Calcul logaritliiiïiqiie. — Calculer :

avec une approximation de 0,000001.

.- = y^^\

III. — AU BACCALAUREAT
LETTRES -MATHÉMATIQUES

3!S7. iWalliéiiia tiques. {(JUlgatoire). — Etudier les

variations de :

X- — 1

•^ jo- -\- X -Y- l

{Au choix). — a) Énoncer et démontrer les théorèmes qui

conduisent à la détermination du volume de la zone sphérique.

h) Enoncer et démontrer les théorèmes qui permettent de déter-

miner la surface latérale du tronc de cône.

c) Résumer tous les théorèmes relatifs aux angles trièdres.

328. Physique. — Une sphère de 5 centimètres de dia-

mètre chauffée à la température de 3oo" est plongée dans la

cavité d'un bloc de glace et y fait fondre i48 grammes d'eau. On
demande de déduire de cette expérience la chaleur spécifique de

la sphère.

Au choix). — a) Loi du mélange des gaz.

h) Détermination de la densité des corps solides.

c) Des lois de la réflexion de la lumière. Leur conséquence au

point de vue de la formation des images dans les miroirs plans.

IV. — BACCALAURÉAT (LETTRES — SCIENCES)

329. îlialliéiiiaiiques. {Obligatoire). — Construire la

courbe des variations de :

x^ -+ \x ~\- 1

X- — kx -r- I
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Discuter les inodilicalions que subit cette courbe lorsque /.

prend diverses valeurs.

(Au choix). — a) Plus coui'le distance de deux droites.

h) Plan bissecteur de deux plans.

c) Droite passant par un point donné et s'appuyant sur deux

droites données.

n^M). Physique. — Un corps perd dans l'eau 5o grammes.

Il pesait dans l'air 25o grammes. Dans l'acide sulfurique son

poids apparent n'est plus que de 126 grammes. On demande

quels sont sa densité et son volume. La densité de l'acide sulfu-

rique sera prise égale à 1,8.

{Au choix). — a) Des lois de l'induction électro-magnétique;

leurs applications.

b) De la réfraction et du prisme,

c) Des solénoïdes. Assimilation des aimants aux solénoïdes.

V. _ AUX ËCOLKS D'AGRICULTURE

331. Aritliinéliquc. — Un capital a été placé à raison

de 6 "/y pendant i5 mois. Un autre capital a été jjlacé pendant

23 mois. Le premier capital étant double du second, on demande

à quel taux il a fallu placer ce dernier pour que l'intérêt rapporté

par lui soit égal à celui du premier capital.

3 / :=
332. - Calculer x^.f ^y/ 3-^7^^!

VI. — AUX ECOLES DE COALAIERCE

333. Aritliiiiéli<|iie. — On a acbeté de l'eau-de-vie au

prix de 4oo francs l'iu'ctulilre. Dans ([uelle jiroporlion devra-t-on

y ajouter de l'eau pour gagner o fr. 80 par litre?

33 1. («éoiuélrie. — Calculer la surface latérale d'une

pyramide ayant pour liauteur 4'">695 dont la base est un triangle

équilatéral inscrit dans un cercle de i"',75 de layon.
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335. Algèbre. — Résoudre le système d'équations

My H- ^ = 1

,

xy + y ^= 1,

yz -(- ce = 3.

DEUXIÈME PARTIR

Solutions aux questions proposées

QUESTIOxN 302'''s

Bésoudre le système :

(x + y) (x2 + y2) = 888 (X — y) (x^ — y^j = 48.

Solution, par N. Plakhowo.

La méthode la plus facile pour résoudre le système d'équatiou, est celle-

ci : le système proposé peut être mis sous la forme

073 _]_ a;y[x + ij) + y-^ = 888 .c-- — xy{x + 2/) + y-' = 48,

d'où x^ + y-^ = 8««_±_4« ^ ^^/j + 24 = ',68.

Le cube de x doit être moindre que '|68, ainsi en prenant y, dont le culie

343, et en le retranchant de 468, il lesle i25, qui est un cube parfait, doii

a? = 7 et y = 5.

Pour résoudre ce système, (x + y) [x- + y-) = 888, et la seconde équa-

tion, nous pouvons représenter sous la forme (x — y)-'x -\- y) = 4^, divi-

sons la première équation par cette dernière, il A-ient

"ix- + ly- = 37(^7'- — ixy + X-).

Posons y = a?T, et remplaçons y par sa valeur

35^7^ — 74a;2T + 35ic2T2 = o.

Divisant par x-, on a une équation 35T- — 74T + 35 =: o,

d'où T = I^-±^^^ y = ^cc.
70 7' -^ 7

Portons cette valeur dans la seconde équation, nous aurons

4 24 , ,,,
- X -J X- = 48.
7 49

Divisant les deux membres par 4<'^i il Aient

^^ =z 1, x'^ = 343, ou X =^ "}, donc y = 5.

.S'oit ABC, uu triangle donné dont les côtés sont a, b, c (a > h > c), S

l'aire, r et R les rayo7is des cercles inscrit et circonscrit.

Représentons par Sj l'aire du triangle formé par l'orthocentre et par
les centres des cercles inscrit et circonscrit. Soient : S l'aire du triangle

dont les sommets sont les pieds des bissectrices intérieures, S,, So, S3

les aires des triangles dont les sommets sont le pied d'une bissectrice,
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intérieure et le^ pieds des deux bissectrices extérieures issues des deux
autres sommets.

V r-S,2
Démontrer la relation -—^—^ = virr^r J.-F. d'Avillez.

Solution, par N. Plakho^vo.

^ iabc?> Xr^ aaécS
* + c) (c + aj a + è) ' j^^ (b + c) [a — c) [a — 6}

'

"V"' 2a6cS ^ nabcS

jm^-y" (.à — c) (a + v) (a — b) ' ^~ (à — c) {a — c) (6 + a)
'

d'apics les formules données par M. Dostor dans les Nouvelles Annales,

question i, § 40, etjS, _ v — g, (« —• C) (<^
—

Vl'après la formule de

M. Sondai, Nouvelles Annales, question i, § 93,

flonc v,v,v.^ — (a — b)\a — c)\b — c)2'

r2S,2 _ (g — by^ja — c, i(b — c)^
^'

R2S:
"~

64R2S>

mais R-S- = —;-—
, donc en niellant celle valeur au lieu de li-S- nous

. rS,- (« — b'-\a — c)-{b — c)'- .

observons ^.^a^ = > -if,'if̂ ki > ^^ comparant ces valeurs

V r2S,2
nous trouvons ^-—-^ = -nWt > C Q. D. F.

Soit ABC U7i triangle donné, AA' = 1^ la bissectrice intérieure de l'angle

A, r ,
1'

, les segtnents jA, jA' déterminés sur cette bissectrice par le centre

j du cercle inscrit, r le rayon de ce cercle. Démontrer les relations

"Vhc A . 'a A ap- , _ ,,. .,-> -r cos - cos A = p; -rr-^ cos - = -i-
. J.-F. d Avillez,

^^ 1. •>. '1 ^\ .j
2 abc

Solution, par N. Plakhowo.

, 26c A • c -i i> ,Ou sait que / = t—,— cos - ce qui fait que 1 expression de la somme
^ " b -\- c 2

\^b 4- c . b -\- c . , a + c „ . a + b _—J— cos A = —— cos A H — ces R H — cos C,
^^ 2 2 2 2

remplaçons les cosinus par leurs valeurs on fond ion des côtés, il vient

b + c) (
62 + ça — gZ)

(g + C) (gi + çj — 6») (g + 6) (a2 + &2 _ çj)

4ÔC ^ac !\ab

Réduisons les tractions au mi^me dénominateur, il vient :

iab + ac) (62 -f c2 — a^ ) + {ab -f bc) (a«^ c^ — b-)-\-
(
ac + bc) (g2+ /yi— c^)

^\abc

en effectuant au numérateur, et en simplifiant, un trouve

aa6c(g + b + c) '\abcp _ r r» t? r»
t^ahc

"

k^ibc
-^- C.Q.FD.
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Ou :>ail que l
^^
= -r; / ,,

= — ^;
j) cos

'

^)(è + ^) cos —

ibc , A

-jT-i^ COS - = —' r = -4-;. C.Q.F.D.
L l 2 0Z.3 o o A aoc
a a a-bH- cos- -

p\b + c)

Soient A', B', C /es jJzerfA- de* hauteurs d'un triangle ABC, e( H son
y' orthocentre. On 2^re7id le symétrique A" de A' par rapport au milieu de

BC, et les points analogues B" et C". Montrer que les droites AA", BB',

ce concourent en un même point et calculer les distances de ce point

aux trois cotés, du triangle ABC. (E.-N, Barisien .

Solution, par N. Plakhow^o.

Si nous prenons le point A" symétrique de A' par rapport au milieu de

BC, nous prenons un point isotomique et

AC" _ è_cos_A . BA;' _ b cos C CB" _ c cos A
C"B a cos B" A"G c cos B' B"A a cos C*

Faisons le produit de ces trois proportions, il Adenl :

AC'.BA'.CB' _
C'B.A'C.B'A ~ ^'

ce qui démontre que les droites AA", BB", CC" se coupent en un point.

On a, pour les coordonnées de l'orthocentre :

/^ _ IL _ _Ji_
f'gA- tgB- tgC-

Pour son réciproque, nous aurons :

>> _ H _ y

ctg A ~ ctg B ~ ctg C '

ou

^ _ fi _ _ ï s
ctg A ~~

ctg B ""
ctg C ~"

ctg A ctg B ctg C + cosec A cosec B cosec C
"

En connaissant les coordonnées barycentriques du point l'éciproque de

l'orthocentre, nous pouvons calculer les coordonnées normales où les

distances aux côtés

ax bi/ ce: aS
ctg Â ctg B ctg G ctg A ctg B ctg C + cosec A cosëcB cosec C
En mettant au lieu de a = 2R sin A ; 6 = 2R sin B ; c = 2R sin C,

nous trouvons :

2R sin Ace 2R sin By _ aR sin C<r 2S
cos A cos B cos C cos C
sin A sin B iln~C sin C

ou encore

3R sin^ A^ _ 2R sin^ By _ 2R sin'^ Cs _ 2S _ 4R2sin3A sin^B sin^C^

cos A ~~ cos B cos C cos C cos A cos B cos C^P~i
*
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d'où

sR sin- B sin- C cog A 2R gin- A sin- C cos B
^^ ~ cÔs~À"cÔsTJ cos C 4- 7 ' '^ ~ cos~A cos B cos C + i

'

sjR sin'^ A sin- B cos G
cos A cos B cos C -f- I

'

ou. .-i nous voulons ralculer les distances en fonction des cotés, on sait

,, ,

sin2 A + sin2 B + sin2 C
,, , ,.

nui> ros A cos B cos (i + i = — . on mettant cette

vnlpur nu lieu du dénominatcnr, il A-ienl :

_ 4R sin2 B s in- C cos A
sin- A sin- B sin- G

En meltani au lien des sinus et des cosinus leurs valeurs en fonction

des côtés, et réductions et simplifications, nous avons :

_ 2S(62 + c2 — a^ _ /t„(62 + c2 — a2) _

^ ~" '«.(«2 4- m + C2) — " «2 ^ è2 _|- c2 '

_ aS(a.2 4- c2 _ ^2
) _ hb{a^ -{- c2 — b^)

y — bia-2 + 62 4. ci) — a2 + ja ^_ c2
'

— 2S(ct2 + 62 — C2) _ /t,(<^2 _^ &2 _. ^2)

^ ~ c(a2 + 62-_j_ c2) - a-2 + 62 4- c^

N. Plakhowo.

Démontrer la relation

1" sin- a + sin2 a + h + sin2(a + 2I1} + ... + sin2[a + n'n — f li
|

,^ sin nh cosfaa + (n — i ;hj

2 2 sin h '

2" cos- a + cos2(a + h' + cos2'a -\- r>\r -\- ... + cos2[^a + 'n — i h]

n sin nh cosr2a + (n — i)hl= B + L.-.—

^

^. Celestri.
2 ' a sm h

Solution, par N. Plakhoviro.

Désignons la somme par S et multiplions les deux termes par 2. rem-

plaçons 2 sin2'a + ph) par i — cos(2a -|- nph), comme il y a n termes,

alofs en ajoutant n unités, nous aurons :

2S = n — I cos 20. + cos 2a -f- 2/1 -f ... -r cos 2a + in — i)h~\.

On sait que la somme de cosinus des arcs, en progression nritlimélique

cosfaa -\- n — i)/t 1 sin nh
S., = —'^ —:—-,

— -'
. en mettant cette valeur nu lieu de la

sin h

somme des arcs, nous aurons :

,1 cosr2a -f /( — 1 /t
I

sin n)i

2 2 sin h
Cette question est connue et résolue dans les questions de trigonométrie

de Deshoves, p. i-?>.

De mémo, en nommant la somme des cosinus par S, cl eu ninllipliant

par 2, et en remplaçant 2 cos a -|- ph par i -j- cos(aa -1- iph\ eu mettant
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ces valeurs au lieu des carrés des cosinus, nous aurons ;

aS := n + sin aa + sin('2a + -îh) + ... + sin(2a -\- n — ih).

La somme des arcs des sinus, en progression arithmétique

sin(aa + n — lA) sin nh ^ '"^
j^ sin(2a -\- n — ih) sin nh

' sin h
'

3 2 sin A

Etant donné deux circonférences et 0' dont les tangentes intérieures

xy et vz sont i^erpendiculaires, et soient K et G les points de contacts de

ces layigentes avec les deux circonférences d^un même côté de la ligne

des centres. Soit mn la tangente commune extérieure et^etYi les points

de rencontre de cette tangeyite avec xy et vz. Le triaiigle DEH est égal

au rectangle construit sur les deux rayons, c'est-à-dire à ABCD.

Solution de M. Dordor, élève au lycée d'Alger.

Le polygone ADCKI étant commun aux deux surfaces, il suffit de

prouver que le triangle BIK est équiA aient à la somme des deux triangles

EIA et CHK {/ig. i). Pour cela, menons la perpendiculaire BL à MX. Il

faut prouver que BIL = EIA et que BLK = KCH.

Cherchons d'abord à démontrer que BIL = EIA.

Les deux triangles ont tout d'aljord les ti'ois angles égaux chacun à

Fig. I

chacun. En effet, ils sont rectangles et leurs angles en I sont égaux

comme opposés par le sommet. Il faut démontrer maintenant qu'ils ont

un côté égal chacun à chacun, par exemple que El := IB.

Pour cela, joignons EB.

Les deux triangles ABE et LBE rectangles en A et en L sont égaux. En

effet :

Ils sont inscriptibles dans une demi-circonférence.
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Par consL'([iienl, l'angle ÀEB de l'un = Taugle EBL de l'autre, romnie

ayant tous les deux même mesure que l'arc AL. De plus, ils out l'iiypo-

Ihénuse égale puisque EB est commun. Donc ils sont égaux.

L'égalité de ces triangles amène l'égalité des angles BEL et ÉBA. Le

triangle EIB est donc isocèle et El = IB.

Par conséquent, les deux triangles EIA et BIL sont égaux comme ayant

un colé égal El = IB compris entre deux angles égaux chacun à chacun.

Les angles en I sont égaux comme opposés par le sommet et lEA == lliL

comme compléments d'angles égaux Donc les deux triangles EL^ et ILB

sont égaux. On démontrerait de même que LBK =: HKC, c'est-à-dire que

le triangle EllD = le rectangle ABCD'.

NOTE SUR LE TRACE DE LA PARABOLE PAR POLNTS
Par E.-N. Barisien.

Si on veut construire la parabole dont le sommet est en S et le foyer en

F, on prolonge SF au delà de S, de SO ;= L.SF, et on mène la perpendicu-

laire en à SF. On joint un point I quelconciue de cette droite à S, et on

mène en S une perpendiculaire à SI : par I on mène une perpendiculaire

h 10 : ces deux perpendiculaires se rencontrent en M. Le point M appar-

tient à la parabole.

QUESTIONS PROPOSÉES

I»es droites concourantes passant par IcisommeUd'un triangle ABC ren-

contrent les côtés opposés en A', B', C. Soient : A", B", C le milieu de

AA', BB', ce ; ^ l'aire du triangle A'B'C; il le rayon du cercle circonscrit

au triangle ABC. On a Z = 'iS' = AB'.BC'.CA'.

jll

(E.-N. Barisien).

Soient : A', B', C les pieds des bissectrices intérieures d'un triangle ABC,

S l'aire du triangle ayant pour sommets les milieux de AA', BB', CC'. ip

le périmètre et R le rayon du cercle circonscrit du triangle ABC. Démontrer

, ,. AA'.BB'.CC -xp ^ AA'.BB'.CC
les relations .-tt. n.- r-f = "ô ' --

=
r •

AB BL ,CA R lo]!

(E.-N. Barisien).

Soient G, 0, I, H le centre de gravité, le centre du cercle circonscrit et

l'orlhocentre d'un triangle .\B(^. Calculer les >Wr^s des triangles lOC, lUC

et lOH. (E.-N. Barisien).
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Les tangentes en A, B, C, au cercle circonscrit à un triangle ABC, ren-

contrent les côtés BC, CA, AB respecLivoment en A^ B,, (;,. Montrer que
les points A,, B,, C, sont en ligne droite. (E.-N. Barisien).

On prend sur le prolongement du côté BC d'un triangle ABC, un point

A, tel que ~-p = —r,- Si on considère le point Bj el C) analogues à A,,
'^1^ AC

ces trois points sont en ligne droite. (E.-N. Barisien).

Déterminer les angles B et C d'un triangle connaissant l'angle A el le
T>r)'

rapport .^, = Iv des hauteurs issues des sommets B et C.

L'expression '.^ - "^
> iL

"

peut-elle prendre toutes les valeurs possiiiles

quand x A-arie de — so h -\- 'Xii Indiquer les A'aleurs que l'expression prend

pour 4 Amateurs réelles de x el celles qu'elle ne prend que pour deux va-

leurs réelles de x.

Partager un triangle équUatéral ABC en deux parties de surfaces équi-

valentes par une sécante DF faisant avec la base BG un angle a. Cherclier

la condition que doit remplir l'angle a pour que les points D et F soient

d'un même côté de la base BC. Vérifier les formules dans le cas où arrrSo".

Deux points mobiles M et N se meuA-ent avec des A'itesses constantes V
et V sur deux droites rectangulaires Ox, Oy. A un moment donné, ils se

trouvent respectiAement en A et B à des distances a et b du point 0. On

demande de chercher à quelle époque leur distance sera égale à une lon-

gueur donnée d. On demande en outre à quel moment la distance des deux

mobiles sera la plus petite et quelle sera alors cette distance. Discussion.

Soit le cputre d'un cercle de rayon R. Par nn point P pris ù l'intérieur

du cercle à la distance a. du centre on mène la corde AC faisant l'angle x

avec PO et la corde BD perpendiculaire à AC. Calculer en fonction des

quantités R, a et a :

i" Les longueurs PA, PB, PC et PD :

a" La surface du quadrilatère ABCD.

Etudier la variation de cette surface en supposant que a et R soient

constants et que a Avarie.

On donne un cercle de rayon R et deux rayons perpendiculaires 0.\ et

OB. On demande de trouver sur l'axe AB un point M tel que, si l'on fait

!
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tourner la figure autour de OA. la moitié du volume engendre par le

segment ACM, augmenté du volume engendré par le segment BDM soit égal

au - du volume de la sphère ayant R pour rayon. On prendra pour in-
o

connue la dislance du point M à la droite OB.

On (lomie une dmilo indéfinie ur et deux perpendiculaires AA', BB' à

cotle droite, séparées par la dislance AB = a. On prend sur uv un point M
à la (iislancc AM = ;)/ du point A. Trouver sur AA' un point >>' et sur BB'

un point P, tels que le triangle M.NP soit é<iuilatéral. On calculera AN = y,

BP = V-. NP — X. Coranient varie Taire du triangle quand le point M se

déplace sur uv.

t.lant donnés 4 points en ligue droite A, B, C. D, on mène par un point

P (pielconque du plan les circonférences PAB et PCI» qui se coupent en

général en un point P'.

i" Démontrer que la droite PP' passe par un point fixe, quel que soit le

point P choisi.

•î" Déterminer dans le plan le lieu des points P tels que les circonférences

P.Mî et P("iD soient tangentes entre elles.

Sur les cotés d'un angle droit xOy on mène deux droites antiparallèles

de longueurs données : AB = a, A'B' = a . On forme ainsi un quadrilatère

inscriplihle ABB'A'. i» Démontrer la relation : \\i^ = a-'-]- a-, R étant le

rayon du cercle circonscrit au quadrilatère; 2<* Déterminer la position du

quadrilatère, connaissant de pins la dislance OC :rz h du point au centre

du cercle.

QUESTIONS DIVERSES D'EX.\MENS AVEC SOLUTIONS

Di'terminer les axes x et. y vérifiant les équations :

tang X -f tang y = i,

COS X COS V = —

.

2

La première équation s'écrit :

sin (x -f y, =z cos .»; cos y.

V.n tenant compte de la deuxième équation du prohlèrac, on a :

sin (.<• + y) = — .

Lp plus petit angle ayant pour sinus - - est 'j : tous les angles ayant

m^mp sinus sont compris dans les formulas

y-Kr. + , on (oA\ j i ):: — 7,
» l
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K désignant uu uombre enlier quelconque positif ou uégutif.

On aura donc jc -{- y = jK- -f-
-,"

ou ,c + y = (-jK + I)- — 7.

La seconde équation du problème peut s'écrire :

2 cos X cos y = V^2

ou : cos ix + y) + cos (.'• — y) = v'â.

D'où : cos (x — y) = V'2 — cos (x + y).

La formule (i) donne : cos [,v + y) = -^.

Par suite : cos i^-' — uj = — .

La formule (2; donne : cos {x -f yj = "^

.

D ou : cos (x — y) ^= -—
,

valeur inacceptable pour un cosinus, puisqu'elle est supérieure à l'unité.

Il reste donc seulement :

I ^' + y = 2K- + j

.

4

(3) cos (a,- — 2/j= y.

La formule (3) îpurnit :

.17 — y = 2K = 2k :t -|- y , X — î/ = 2lv;r = ^

,

K' étant un nombre entier quelconque positif ou négatif.

Nous aurons finalement les deux systèmes suivants pour déterminer

x et y.

S
« + .'/ = 2K- + i-,

{ X — y = sK'tc +
( X + y — alvTT + y

,

f X — ?/ = sK'-n
4

Résolvons (6). En additionnant et retranclianl membre à membre les

deux équations, on obtient :

X = (K + K> +1;, iy 1= (K — \i')-K.

•4

Jiemarquons que les nombres K + K' et K — K' sont deux nombres

entiers quelconques, mais de même parité ; on aura donc :

:z; = K|ir -(- --, y = \{' .t.
4

K, et K'i étant deux nombres entiers quelconques de même parité, positifs

ou négatifs.
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Le système (7) condniiail uiix valeurs suivantes ;

.V = K\r., ;/ = K,- + ';•.

ce qui est évident a j)>-îo>*i, puisque les équations données ne changent

pas quand on permute x en y.

t , I

—
Elanl donné un cercle de rayon R et un diamclre DOX de ce cercle, dé-

terminer sur ce diamètre prolongé un point B par la condition que la

surface engendrée par la tangente BE, tnenée du point B au cercle tour-

nant autour du diamètre AOD, et la surface de la zone engendrée par

l'arc DE tournant autour du même diamètre aient une somme égale à m
fois la surface de la sphère de rayon 11. On prendra comme inconnue lu

longueur OB, et on abaisse la perpendiculaire EH sur le diamètre DA.

On a : surface (BE' -f surface DE) = m x l^-K'^,

DU : TcEII X EB + u-R X DII = 4m7:R2,

un : EU X EB + 2R X DU = 4mR2,

EH z= v/r2 — OH'' OH X OB = R^. D'où : OH R^

Donc : ^** = V ^^ " U ^ X *' ~ ^'

R^ R
Kl? = s'x-i — R-' DH = R + OH = R + — = "

(.i- -+- R .

L'équation devient donc :

- v^^^^Û^ X \'x^î~-^lVi -^ 2R X ^ [x + R; = 4h!R2

on : X- — R- -)- 9.R;c -}- 2R- — t\mi\x x^ -\- aR^i — smix- -j- R- = o.

Discussion. — H faut 1° que les racines soient réelles, ce qui exige :

R-(i — ami- — R2 ^ o ou : (i — im — i) (i — 21» -f i) ^ o

(ju : 2Ht 2 — 2»(' <^ o ou : i — »t <] o ou : m ^ i,

>.° Une A'aleur de x, pour être acceptable, doit être > o. Or, le produit

est > o, ainsi que la somme ; donc, les deux racines sont > o
;

'S" Une valeur de x, pour être acceptable, doit être > R. Remplaçons x
|iai' H. II vient :

R- + 2R-(i — im) -\- W- ou '^K-Ci — m),

résultat négatif. Donc R est compris entre les racines. Donc, en résumé, si

m est < I, le problème est impossible.

Si 7H > I, il y a une solution qui est :

x =2 R(2m — I + i\'m[m — i}.

Calculer les rayons des bases d'un tronc de cône, connaissant l'apo-

ihème a, et sachant : 1° qtie la somme des surfaces des bases est égale à

in fois la surface latérale; a" qtie l'apothème fait avec la grande base

un angle de <io".
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Soit OA le rayon de la grande base, O'A' celui de la petite base.

Du point A', on abaisse la perpendiculaire A'H sur le rayon OA.

On a : t.{oâ' + OT') = m.r.'OA + O'A') x AA'.

Posons OA = f, O'A' = y, AA' = a.

Cette équation devient :

(' A'^ + y^ — m{x- + y)a,

menons A'H perpendiculaire sur les bases. L'angle A du triangle rectangle

AA'H = Go".

Donc : • AH = —
2

OU :

^-y = \.

De 1), je tire : r t=i y -\- ~

.

D"où, en substituant :

y- -r ay ^ Y -^ y ~ ar)x\}l "^
., ) + «»'//'

ou 8f/- + !\a{i — 2»( 2/ -f Cl- — aa-ni = o.

Pour que le problème soit possible, il faut : i° que les racines de cette

équation soient réelles, ce qui exige

!\a'-{i — 2»i~2 — Sa-{i — am) ^ o

ou : (i — 2 1 — 2ni — 2) > o,

ou. comme le second facteur est essentiellement négatif,

I — 2/?t < o, m ^ -.
2

•2° Une valeur de - doit être > o. Or, le produit des racines —^^—r,

est négatif.

Donc, une racine est < o, et l'autre > o.

D'ailleurs, dans ces conditions, x a aussi une seule valeur réelle et > o.

Donc, ce problème admet une solution et une seule si m est ^ - et aucune

solution, si m < -
.

Calculer les cotés d'iDi triangle rectangle, connaissant la surface S et

a3
la somme ~ ^ f^^s volumes engendrés par le triangle tournant sttccessi-

veinent autour des deux cotés de l'angle droit.

Soit X et y les deux côtés de l'angle droit.

L'équation : xy = S, exprime d'abord que la surface est S.

La deuxième condition s'exprime par :

~ =
.^
-x^y + ^ r.y\x ou : a-* = xh) -^ y'-x = xy^.c + y).
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Cette équation, eu teiiiinl compte de la première, devient :

a-' :^ 2S(.y; + >/).

... -
,

a*
Dou : 07 + y = _^.

On peut former l'équation ayant pour racines x et y. C'est la suivante :

(I) Z^_£^Z + 2S = o.

Condition de réalité des racines :

,^, — bS > u OU : & < -—_

.

Si cette condition est vérifiée, on a pour ./.• et y un seul système de va-

leurs réelles : î tt? + \ / -rcr> — 2S.
.'/ )

Ces valeurs sont toutes deux positives. Il suffit de consulter la somme
et le produit des racines de l'équation.

Calculer le rayon de base d'un cylindre inscrit dans une sj^lœre de

rayon donné R, connaissant la surface totale du cylindre 27:a-.

La surface totale du cylindre est uttR- + aiiR x II.

Donc, d'après l'énoncé, il faudra que l'on ait :

o-K^ + xrAl X II = iTM^ ou R2 + R X H = a^.

Posons R = X. On a : II = av'R^ — x-.

et l'équation du problème sera x- + aaiy'R^ — x- = a-.

Isolant le radical, on a : 2aVH- — x- = a- — x-,

ou, en élevant au carré : !iW.'-x'- — hx* = a* — -la- — x- — .c*,

ou 3x'' — 2(a"- + 2R"2).c2 -|- a^ = 0.

Discussion. — Pour que le problème soit possible, il faut :

1°) Que les racines de l'équation en ,'- soient réelles et positives. Le pro-

duit et la somme étant positifs les racines seront positives si elles sont

réelles.

La condition de réalité est :

(a- + 2R-)- — M' > o, ^a''- — \a-\l- — 4R* < o, a* — W'a- — R* < o.

ce qui exige, simplement :

ai << !

, a- .

2 2

2") Cotte condition étant remplie, une valeur de x-, pour être acceptable,

doit être < u- ; car l'équation a été obtenue en élevant au carré les deux

membres de (2), ce qui suppose a- — x- > o.

Remplaçons ./,'- par a- dans le premier membre de (i), ce qui donne :

'ja» — !{a-\i- ou !\aHa^ — R-).

Si a- — R- est > o, a- est extérieur aux racines.

Comparons-le h la demi-somme . . Nous trouvons qu'il est supé-

rieur. Doue, les deu.x racines sont inférieuies h a'-.
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gi c(2 — Ri est < o, une racine est supérieure à a^ et est, par suite, à

rejeter

3») Une racine réelle, positive et < a- doit, pour être acceptable,

être < R2.

Remplaçons x- par R^ dans le premier membre de (3). Il vient :

fiRi _ aa-B.- — 4R'^ + a* ou R^ — aa'RS -|- a'* ou (R- — a^)^.

Cette quantité est nécessairement > o. Donc R- est extérieur aux racines.

Comparons-le à la demi-somme. Nous trouvons qu'il ef't supérieur. Donc,

les deux racines sont inférieures à R-.

En résumé, le problème est impossible, si a- est > ^

—

'—.

Il admet deux solutions, si R- < a- <^ —L_lL_i?'^

et une solution pour a- > R-.
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PREMIÈRE PARTIE
Questions pi'oposces aux Candidats

I. — A I/ECOLE SPECIALE MILITAIRE S^ -CYR

336. ^latiiénialiqiies. — i° On donne un demi cercle

décrit sur AB comme diamètre et l'on mène en B la tangente BT.

Cela posé, on demande de mener par le point A une sécante AMX
(M, N étant les points où elle coupe la circonférence et la tan-

gente BT), telle que, si l'on fait tourner la figure autour de AB,
le volume engendré par la portion de cercle AMB soit équivalent

au volume engendré par la surface MNB, limitée par les droites

MN, NB et l'arc MB.
2" Etant donnés un cercle de rayon r et un point A dans son

plan, on suppose menée par ce point une sécante telle que la

somme des carrés des segments compris entre ce point et les

points d'intersection de la sécante avec le cercle soit égale à un
carré donné m-.

Montrer que si d est la distance du point A au centre et a

l'angle de la sécante avec le diamètre passant par A, on a :

m- — r-
cos 2a = ï5— .

2a-

Etudier les limites de m si a varie, le point A étant à l'inté-

rieur de la circonférence.

337. Epures. — 1° On donne un point 0, sa cote qui est

de (5 millimètres et un point de pente p passant par ce point.

On demande :

1° De construire les projections d'un tétraèdre régulier s'ap-

puyant par sa base sur le plan donné, de telle sorte que le centre

de cette base soit au point (), la longueur de l'arête étant de

70 millimètres
;

2* IJo faire tourner le plan donné d'un angle de 90° autour de

la verticale passant par les sommets du tétraèdre;

3" De construire les projections du solide dans cette nouvelle

position.

2" On donne dans le plan de comparaison un triangle isocèle

JOURNAL DE MATll. Kuhl. — 1899. 4
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ABC dans lequel on a AB = 12 centimètres et AC= BC=: 10 cen-

timètres.

Sur la hauteur de ce triangle issue de C, se trouve un point •;

distant de AB de 3 centimètres : y est le point de contact d'une

sphère S tangente au plan de comparaison et de rayon l'^'i'jO.

1° Projeter un tétraèdre de base ABC et circonscrit à cette

sphère ;

2° Représenter le solide commun au tétraèdre et à une sphère

concentrique à S et de rayon double.

338. Calcul ti'îgoiiométrîqiie. — Résoudre un triangle

connaissant

A = 36o'°,278 B r= e2°26'of C = 83°28'25".

II. — A L'INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE

339. illathéiuatiqiies. — 1° On donne sur un plan deux

droites parallèles et un point P extérieur à ces droites ; on de-

mande de placer la plus courte distance de ces parallèles, de

façon à ce qu'elle soit vue du point P sous un angle maximum.
2° Une droite MN est perpendiculaire à un plan P au point M.

D'un point A de ce plan on voit la droite MN sous un angle a;

par le point A, et dans le plan P, on mène une droite faisant

avec la droite AM un angle w et l'on prend sur cette droite une

longueur AB égale à a ; du point B, on voit la longueur sous

l'angle p. Cela posé, on demande de calculer la longueur MN en

fonction de a, j3, w, a.

340. Physique. — 1° Un cylindre vertical de 1 décimètre

de diamètre et de 3 décimètres de hauteur, communique, par sa

partie inférieure, avec un tube de 1 centimètre de diamètre qui

se recourbe et s'élève verticalement à une hauteur suffisante. Ce

tube est ouvert à sa partie supérieure; le cylindre est fermé et il

contient un volume égal d'air et de mercure; l'air s'y trouve sous

la pression atmosphérique, de telle sorte que le mercure est au

même niveau dans le cylindre et dans le tube. Alors, avec une

pompe de compression, l'on introduit de l'air dans le cylindre
;

le niveau du mercure s'y abaisse, tandis qu'il s'élève dans le tube

ouvert. On continue cette opération jusqu'à ce que le niveau du

mercure soit abaissé de 10 centimètres dans le cylindre, et l'on
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demande : i° quel est le poids de l'air qui a été introduit;

2° quelle est en kilogrammes la pression qui s'est ajoutée à celle

que supportait primitivement la surface du mercure dans le cy-

lindre. On suppose que le thermomètre s'est maintenu à zéro et

le baromètre à o^.jG.

2° La cloche d'une machine pneumatique renferme 3''', 17 d'air.

Un tube barométrique recourbé, communiquant d'une part avec

la partie supérieure de cette cloche, d'autre part dans un bain de

mercure, marque zéro quand la cloche est en communication

avec l'air. On ferme la cloche et on fait jouer la machine : le

mercure s'élève dans le tube à o",65. Un baromètre, placé dans

la chambre où se fait l'expérience, est resté à o'",76 pendant toute

sa durée : on demande combien on a retiré d'air de la cloche et

combien il en reste. On suppose que la température, qui était

0°, n'a pas varié.

341. Calcul lo&;aritliiiiiqiie. — Calculer v 245 x 23 v'42

avec une approximation de 0,0001.

III. — AU BACCALAURÉAT
LETTRES- MATH ËlAI ATI QUES

34!3. llathéiuatlqiies. {Obligatoire). — Etudier les va-

. ,. , (x- -\- 1)
nations de : V = ^^———^.
[Au choix). — a) Enoncer et démontrer les théorèmes qui

conduisent a la détermination du volume du cône.

h) Exposer les méthodes qui servent à calculer la valeur du

nombre -.

0) Théorèmes concernant les volumes des triangles tournant

autour d'un axe.

343. Plij si<|iie. (Obligatoire). — Un tube cylindrique en

verre, ouvert par un bout et fermé par l'autre, est en partie rem-

pli par du mercure à 0", dans une étendue do ()5 centimètres. La

longueur du tube est de 1 mètre. A quelle température faudra-t-il

porter à la fois le tube et le mercure, pour que ce liquide rem-

plisse toute la capacité intérieure?

On prendra, j)()ur le coefficient de dilatation cubique du verre,

o, 000(126, et pour celui du mercure 0,00018.
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[Au choix). — a) Vapeurs saturantes et non saturantes.

b) De la détermination des intensités lumineuses par le photo-

mètre. DitTérentes sortes de photomètres.

c) De la formation des images dans les lentilles bi-con vexes.

Discussion.

IV. — BACCALAURÉAT (LETTRES — SCIENCES)

344. llathéniatiqiies. (Obligatoire). — Etudier par la

méthode des dérivées les variations de la fonction

•^ X- — -iX -\- 1

(Au choie). — a) Calculer séc. - connaissant tg - . Discuter.

h) Théorème de Dandelin.

c) Trouver l'intersection d'une droite avec une ellipse sans

tracer l'ellipse. Même question pour la tangente en un point et la

tangente parallèle à une direction donnée.

345. Physique. (Obligatoire). — Un ballon de verre con-

tient, à 0°, 3 kilogrammes de mercure et se trouve complètement

rempli par ce métal. On le chauffe à ioo°. On demande quel

poids de mercure en sort. Le coefficient de dilatation cubique du

verre est de ^^p^ . Le coefficient de dilatation cubique du mer-
087 000 ^

cure est de -—f- • Le poids spécifique du mercure à 0° est de i3,6.

(Aie choix). — a) Des pompes.

b) Electroscope.

c) Des piles à deux liquides.

V. — AU BACCALAURÉAT
DE L'ENSEIGNEMENT MODERNE

346. Matliéiiialîque. (Obligatoire). — On donne un

tronc de cône et on demande de calculer les rayons des deux

bases, connaissant l'apothème a et sachant : 1° que la surface

totale est égale à m fois celle d'un cercle de rayon -; 2° que

l'apothème fait avec la grande base un angle de 60".
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(Au choix). — a) Résoudre un triangle connaissant un côté et

les deux angles adjacents.

b) Résolution de l'équation du 2'' degré.

c) Volume du tronc de pyramide.

847. Physique. [Ohligaloire). — Deux corps do j)onipe

verticaux et cylindriques communiquent entre eux par un tube

horizontal. L'un a une section de 10 centimètres carrés, l'autre

de a décimètres carrés : de l'eau se trouve en équilibre dans l'ap-

pareil. Si l'on vient à poser sur la surface de l'eau dans le grand

corps de pompe, un piston du poids de 200 kilogrammes, avec

quelle force faudra-t-il presser sur la surface du liquide dans le

])etit corps de pompe pour empêcher le piston de descendre?

{Au choix). — a) Des divers procédés d'aimantation.

h) Détermination des densités des liquides.

c) Lois de la réfraction. Comment les démontre-t-on expérimen-

talement?

VI. _ AUX ÉCOLES D'AGRICULTURE

348. .\lii(héiiia(iqiie8. — 1" In vieillard, mourant sans

enfants, laisse par testament les - de sa fortune à partager égale-

ment entre plusieurs neveux. Quant au reste, y est donné aux
4

pauvres et les ^ à un hospice : un frère reçoit pour sa part le

reste qui s'élève à 17 5oo fr. Trouver le montant de la fortune et

le nombre des neveux, en sachant que chacun a reçu pour sa part

10 470 francs.

2" Calculer x =

VIL — AUX ECOLES DE COMMERCE

349. Arilliiiiéli(|iic. — In marchand achète une pièce de

drap à raison de iS^Sdo le mètre. Il en revend les à i9'%5o le
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mètre, puis -, du reste à 20^'', 5o et les ., du nouveau reste à
' ^ 4 ,5

2 1^"^, 90. Après ces trois ventes, il ne lui reste plus que 3™, 60 de

drap, qu'il revend au prix de 2if'',-5 le mètre. Trouver combien

la pièce contenait de mètres et combien ce marchand a gagné

pour 100 sur le prix d'achat.

350. Algèbre. — Etant donnée l'équation

(3 — ?«)j?- — ^mx -\- 5)3 -H m) = 0,

trouver entre quelles limites doit varier m pour que les racines

soient réelles, positives et inférieures à 10.

351 . Calcul de logarithmes.

V 97S

3 "^/(8,97643)° v^o, 0001

^ V 97928 v^o,ooo4

352. Trigonométrie. — Construire un triangle connais-

sant : a = 2 648'",75 6 = 3276'",2i c= 2 385™, 32.

DEUXIÈME PARTIE

QUESTIONS DIVERSES D'EXAMENS AVEC SOLUTIONS

I ° .llntliéuinfiqiies

Couper une sphère de rayon donné par un x^lan tel, que le volume

du plus pietit des deux segments, dans lesquels ce plan partage la

sphère, ait un rapport donné K avec le volume du cône ayant son

sommet au centre de la sphère et même base que le segment.

Soit AB le diamètre de la base du segment, le centre de la sphère,

C le pied de la perpendiculaire abaissée de sur cette base, et D le point

de rencontre aA-ec la sphère du même côté que C.

On doit avoir :

i -AC' X CD + i -CÔ^ = K X ' -IC" X OC,
2 h J

ou, sou? une autre forme :

3ÂC' X eu + Ci)' = 2K ,< AC' X OC.

Posons CD = œ.

On a : AC' — œ{iR — x), OC = R — x.

Remplaçons. Il vient :

3;r2(2R — X) + «•' = 2K,r(2R — ^) (R — x),

ou, en divisant par x :

(i 4- K>r2 — 3R(i + K)x + 2KR2 = o.

Discussion. — Pour que le problème soit possible, il faut :

1° Que les racines soient réelles, ce qui exige :

9R2(i -f K)-^ — 8KR2(i -f K) > 0,
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OU, en divisant par R-(i + K; qui est > o ;

9 + 9K — 8K >• o ou () + K ^ o,

condition toujours remplie.

2» Qu'une valeur de .v. au moins, soit > o. Or, elles le sont toutes

deux, puisque le produit et la somme sont > o.

3" Enfin, il faut qu'une valeur de a.*, au moins, soit < 2R.

Or, remplaçons ce par 2II. Le premier terme de l'équation devient :

(i + K)4R2 — 6R2(i + K) + 2KR2,

ou, toutes réductions faites, — 2R-.

Donc 2R est compris entre les racines, puisque le résultat de cette

substitution est essentiellement négatif. Donc, une seule de ces racines est

bonne, celle que l'on oliticnt en prenant le signe — devant le radical.

Soient V> et h les- hases- d'un tronc de pyramide à hases 2^aralhHes.

Calculer en fonction de B et b la surface de la section faite dans ce

tronc à égale distance des deux bases.

Soit ji la surface cherchée. Désignons par l, a et L, trois côtés homo-
logues des trois polygones dont les surfaces sont b, p et B.

D'abord, on a :

L + l

(
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On a : \ = - x^ x SO, d'où a-^ x SO = 3V,

, S = a;2 + 4 —^- =. x2 + 2X X SE,

Le triangle rectangle SOE donne, d'ailleurs :

et S = a;2 + 4 —^- = ^2 -^ 2X X SE, d'cù x^- + 2a'SE = s.

SE i/SO" + y ^ - v'4S02 + x^, d'où ^;^ + A- v/4S0^ + ^2 = v^

3V
Remplaçons SO par -^ , ou a

a;2 + a? 1/4 X 9~ + i»^ == S, ou x^- + ^ v'36V2 ^ ,^-> ^ v^

ou 36V2 _(_ .^6 — (v^ _ ^çHj2^ ou 2î:^^ — ^2^7^ + 36V2 = 0.

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que les racines de

l'équation eu x- soient réelles ; car, si elles le sont, elles sont aussi > o.

Il faut donc et il suffit que l'on ait :

Si — 288SV^ > o, ou i:* > 288Y-.

Dans ces conditions, le problème admet deux soluUous :

^^ vT* — 288SV2
4s

Calculer les rayons des bases d'un tronc de cône connaissant Vapo-

théme a et sachant : i° que la somme des surfaces des bases est égale

à va. fois la surface latérale ;
2° que Vapothème fait avec la grande base

un angle de ()0°.

Soit OAO'A' le trapèze qui engendre le tronc de cône par sa rotation

autour de 00'. Soit A'H la perpendiculaire abaissée de A' sur OA.

Ou veut avoir :

-(ÔÂ" + WK''^) = nnz(OA + 0'A')AA'.

Posons : OA = a;, O'A' = y, AA' — a.

Cette équation devient :

(i) X- + y- = m(x + y)a.

L'angle A du triangle rectangle AA'H étant égal à 60°, ou a :

AH=^^',

(2) x-y = ^.

De (2) l'on tire : a; = y + -

.

D'où, en substituant :

y- + ay + j + y- =^ a"M2/ + â ) + ""^^'

ou 8?/2 -\- 4a(i — im)y + a- — :ia-m = o.

Pour que le problème soit possible, il faut ;

lO Que les racines de cette équation soient réelles, ce qui exige :

4a-(i — am)- — 8a'-(i — 277?) > o, ou (i — 2?n) (i — 2?». — 2) ^ o.
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OU, comme le second facteur est essentiellement négatif,

I — 9.UI << o, ou m >> ~

.

2

2» Il faut qu'une valeur de y soit > o. Or, le produit des racines

-—
^
— est négatif. Donc, une racine est < o et l'autre > o. D'ailleurs,

dans ces conditions, x a aussi une seule valeur réelle est > o.

Donc, ce problème admet une solution et une seule si m est ^ -

et aucune solution si ?» <
2

Déterminer les arcs x et y vcrifiatit les rqualions :

tg X + tg y = I, cos X cos y = --.

La première équation du problème s'écrit :

sin (j; -)- y) z= cos x cos >/.

En tenant compte de la deuxième équation, on a :

sin (53 + 2/ ) = ^

.

V 2 T"

Le plus petit angle ayant pour sinus — est y. Tous les angles ayant
2 4

même sinus sont compris dans les formules :

2lv7: + 7, ou (2K + I)- — 7,
-f -I

K désignant un nombre entier quelconque positif ou négatif.

On aura donc :

(U ^ + !/ = 2K- + 7,

ou

(2) X + îj = (2K + i)t: — 7.
4

La seconde équation du problème peut s'écrire :

2 cos .V cos y := V2, ou cos (ce -{- y) -{- cos (x — y) = v 2.

D'ofi cos (x — y) = \/2 — cos (x + y).

v/2

2

Par suite,

\/2
(.]) COS (.r — 2/) = —

.

La formule (2) donne : cos (x -\- y) =^ — — .

D'où cos [X — y) = , valeur inacceptable pour un cosinus, puis-

qu'elle est supérieure il l'unité.

11 reste donc seulement :

(i ) X -\- X = 2K- + ','

,

v'2
(3) cos (x — 1/ ) = .

La formule (i) donne : cos (x -\- y) =
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La formule (3) fournit ;

(4)
X — y = aK'-re + ^

,

(5) X — y — 2K'iï — y,

K' étant un nombre entier quelconque positif ou négatif.

Mous aurons finalement les deux systèmes suivants pour déterminer

X et y.

ix-\-y = 2K7: + 7,

(6)
] l
^

.V — y = sK'ir + j .

'ix + y = aKit + ~
,

f X — y = 2lv 11 -f j .

Résolvons (6). En additionnant et retranchant membre à membre les

deux équations, on obtient :

X = (\i + K')7: + f , 7/ = (K — \i)T..

Remarquons que les nombres K + K' el K — K' sont deux nombres
entiers quelconques, mais de même parité. On aura donc :

r^ ^ K,- + ? y = \i\-,

Kj et K', étant deux nombres entiers quelconques de même parité, positifs

ou négatifs.

Le système (7) conduirait aux valeurs suivantes :

X = K'j-, y = Kix + |,

ce qui est évident à jjj'iorf, puisque les équations données ne changent

pas quand on permute x en y.

Dans un triangle ABC, on donne les côtés AB = c, AG := b, et l'on

sait que la base BC est égale à la hauteur correspondante. Ceci posé, on
de»iandc de calculer l'angle A.

Désignons par l la longueur commune du côté BG et de la hauteur.

On a : V^ ^ b- + c^ — 26c cos A,

et, en écrivant l'expression de la surface de deux manières différentes,

bc sin A = 1-.

b- + c2
D'où (sin A + 2 cos A)bc = b- -f c-, sin A -f 2 cos A =z —-^ .

Soit 9 le plus petit angle dont la tangente est égale à 2. On peut écrire

l'équation sous la forme :

sin A + cos A tg
b^ + c^

bc '

• / * . ^ ^- + c- b- + c2 I

sin (A + 9) = —^ cos 9 =^^ - .



JOUHNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 59

Discussion. — Sin (A + f ) étant ici toujours positif, il suffit d'écrire

que sa valeur est inférieure ou égale à i :

ft" -h 0- 1 ^ ,0 /- 1 I .) ^— ' — < I, 0- — V3 oc -^ c- <C o.
bc

v/5

Il faut donc que le l'apport soit égal aux racines de ce trinomèdre

compris entre ces racines :

\':y — I . V^â + I

i 2

Si a une tic ces valeius, on a :

A + 9 = fjo», A — ()o" — 9,

valeur positive, car » est inférieur à i)o". Il y a, dans ce cas, une seule

solution.

u \'^ — i . b . vA") + I

Supposons <
,

< .

Au sinus correspondent deux angles supplémentaires A + 9 et

- — (A + 9). Supposons A + 9 aigu. Pour que l'angle A correspondant

convienne, il faut que A + 9 soit supérieur à 9, et, comme ces deux

angles sont aigus, il suffit que l'on ait :

sin (A + 9) > sin 9, ^1+-Sl ±y j_,

bî + c2 > aAc, (b — c)2 > 0,

ce qui a lieu si b n'est pas égal à v. Quant à l'angle obtus t: — (A -f 9),

il donne un angle positif A, puisque 9 est aigu.

Le problème a donc alors deux solutions.

Solution géométrique. — Pour construire ce triangle, nous pouvons

d'abord construire un triangle semblable. Il sera ensuite facile d'obtenir

le triangle demandé.

Prenons une base KG quelconque en longueur l et supposons b > c. Le

sommet A sera sur une parallèle à BC, située à une distance l de liC.

De plus, le rapport des distances de ce point aux points D et C est égal à

'
. Le sommet A est donc sur une circonférence de diamètre IMN, I\I et .X

c

étant deux points de UC, tels que l'on ait :

iMC _b m _b
MB~c' NB"~c'

On en conclut : MC = -r—— . NC = ?

.

b -\- c* c — b

La longueur MX est donc égale à

Ibc
l'our ([ue le problème soit possible, il faut que le rayon -;:; p, de la

circonférence ne soit pas inférieure à la dislance l des deux droites

-h j-n ^ l, bc >> c- — b-, b- 4- bc — c- >> o.
c2 — 62 -^ '-
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Le rapport - doiL donc être inférieure à ^Hi-IH-L' ou supérieure à

— I — y/g

2

Ce rapport, étant positif, sera supérieur à -^— --
: et, comme ou a

supposé b > c, le rapport - sera compris entre ^
^

sera compris entre i et -^—^— ou i et —
v^5 — I

-^

De sorte que, si l'on ne spécifie pas quel est le plus grand coté, on peut

dire que le rapport - est compris entre —~— et -
'' ''

^

.

Dans ce cas, il y aura deux points A. Si - = ^ ' ~ \ la circonférence
t- 2

est tangente à la droite lieu de A. Il n'y a qu'une solution.

Tout ceci suppose h différent de c. Si b ^ c, le sommet se trouve sur la

pei-pendiculaire élevée au milieu de BC, et il n'y a qu'une solution.

On donne xm angle droit XOY, et dans l'intérieur de cet angle, un
point A dont les distances aux côtés sont a et h. On demande de mener
pa.r le point A une droite rencontrant OX, OY aux points M et î\' et telle

que Von ait : ÂM" + AN" = K-,

K- étant un carré donné.

Prenons comme inconnu l'angle x que fait la sécante avec le côté OX.

-»T L Ttn b . ^, a
Nous avons : AM = —.—

, AN = .

sin X cos X

L'équation est donc : . .^ A 5— = K-,' sm-.^' ' cos-a;

ou, en remplaçant sin x et cos x par leurs valeurs en tg x.

b-{i 4- tang-a?) + a-tang-Ji;(i + tang(x) = K^tang^j:;,

ou : a-tang^.r -\- [a^ -\- b- ~ M-) tangua? + 6- — o.

Cette équation doit avoir des racines réelles et, comme x est compris

entre o et 90°, il ne faudra prendre que les valeurs positives.

La condition de réalité est :

(«2 J^ b-i — K2)2 — 4a262 ^ o.

OU {a- + b- — nab — K2) («2 ^ ^2 _|_ ^^b — K'^) > o,

ou \\- <- (a — Z»)2,

De plus, le produit A, des racines est tang^.r étant positif, il faut que la

somme soit positive, c'est-à-dire que l'on ait :

K2 > «2 _|_ è2.

En comparant ces différentes inégalités, on voit que la seule condition

de réalité est : K2 Xa + hf.

Il faudra donc alors prendre les deux racines positives pour valeurs de

tang X, si K2 > (œ -|- ft)2.
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Si K- =. a -r b)-, il y a une solution, qui correspond à tang x = v/-

= tang a, a étant l'anale AOX.

9° Physique
Dans un vase de plomb à '^o°, pesant '\ kilogramtnes, on introduit

20 grammes de glace à o». Quelle sera la température finale du rase

quand l'eau aura la même température que celui-ci ?

Chaleur spécifique du plomb = o,o3. Chaleur de fusion de la glace

= 8o rai. On supposera que le vase est parfaitement isolé au point de

vue calorifique.

Le vase, en se refroidissant de iio" à a", dégage :

4 X o,o:i(.'îo — .>;) calories.

La glace, pour fondre, absorbe :

Ojorî X 8o calories.

L'eau provenant de la fusion de la glace absorbe, pour passer de 0° à x° :

o,oi X x calories.

D'où l'équation : 4 X o,o3(3o — x = 0,02 X 80 + 0,02.17,

ou : 3,60 — o,i2A' = 1,60 + o,o2je

ou : o,i4^ = 2

,. , 200 100 ,„ .,don : X = —r = — = i4 .>
i4 7

Une masse d'air est emprisonnée dans un cylindre vertical fermé ù

la partie supérieure par un jnston du poids de io'"i,20o.

i» Calculer la force élastique de cette masse d'air, sachant que la

pression égale 730 millimètres ; que la densité du mercure est i3,6 et

que la section droite du cylindre égale 10 centimètres carrés.

1° On place sur le piston un poids de 20 kilos. Calculer la hauteur

dont se déplacera le piston. La distance qui sépare la base du cylindre

de la partie inférieure du piston est, dans la 2^rem,iére partie de l'cxpé-

rience, ds 3 décimètres.

i" Soit X la pression demandée on millimètres de mercure. La pression

en kilogrammes, exercée par cet air sur la surface du piston, sera donc :

0,1 X 0,01 X i3,6 X X.

L'équation du problème sera donc :

0,1 X 0,01 X i3,6 X ^ = 10,2 -f 0,1 X 7,.') X i3,G.

t., . 10,2 + 10,2
I) ou : X = —

7J-.
— .

0,01.5(1

D'où X =. I .5oo millimètres.

a" On a deux états successifs d'une même masse gazeuse.

Appliquons la formule : VH = V'II'.

On a : V = 0,1 X i = 0,1,

H = 20,4,

V = o.i(i — y),

y désignanl la luuilcur en décimètres dont s'abaisse le piston.

Knfm, H' = 20/, + ao = 40,4.
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Donc, l'équation est : 2,04 = 4»o4 — 4io42/-

D où y = ^^Mf=^^ = ^, = o<i-,49.
4,04 4,04

Si on suppose la distance primitive de 3 décimètres au lieu de i, on a :

61,3 = 40, 4(3 — y).

TX> - l-il.,1 61,2 60 , .,,

D ou : y = —^^^ = ^—̂ = i<^-,4S.

Un rayon de lumière Iiomogène pènèt)-e, normalement à la face d'en-

trée, dans un prisme dont Vanyle réfringent est de 3o"^. On constate

qu il prend à l'émergence une déviation de 3o".

On demande :

1° De calculer Vindice de réfraction de la substance formant le prisme

pour la lumière observée;

2° De déterminer la valeur de la déviation minima pour un second

prisme de même substance et dont l'angle réfringent serait de 60°.

i" Appliquons les formules ;

sin i sin i' .
1 - n 1 ••

sin r ' sin r

Dans le premier cas, on a : t = o.

D'où r = o.

Remplaçons dans la troisième formule.

On a : 30° = r'

.

Rem])laçant également dans la quatrième, on a :

3oo = i' — 3o".

D'où :
i' = 600.

D"où. en remplfiçant dans la deuxième :
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L'application de la loi crohm aux trois cas de l'énoncé donne, en dt'si-

gnant par i, i' et I les intensités, n, n' et >' les nombres d'éléments :

ne ., n'e Ne
"~ nr + A' n'r + A' Nr 4- A

'

Ces trois équations contiennent quatre inconnues, e, r, A et N, dont une
seule est demandée.

En cherchant les dénominateurs, on aura les équations :

nir -\- j'A — ne = o n'i'r -\- i'A — Ji'e = o, NI»' + lA — "Se := o.

En divisant partout par r, on n'aura plus que -i inconnues auxiliaires :

\ e
^ = _. On les tirera des deux premières et on les portera dans la troi-

sième qui ne contiendra d'autre inconnue que >'.

e A
Les deux premières équations résolues par rapport à el - donnent :

e (n — n')it" A 7in'(i — i')

r ni' — n'i ' r
"""

ni' — 71'i

La troisième équation peut se mettre sous la forme :

N = -^.
r

A e
Remplaçant - et - par leurs valeurs, on a :

N
nn'(i — i')l

(n — n')ii' — l(ni' — n'ij'

Substituant aux lettres leurs valeurs numériques, on obtient enfin

„ _ 3 X 6o« — 20(3G — 3o) _ ,

6 X 3 X 4 X 20 — 2^.

II faudra donc mettre a'i éléments.

TROISIÈME PARTIE

BIBLIOCHAPIIIE

Géométrie cotée, par Lucien Iiivcii, directeur de l'Ecole Malesherbes et

G. M.\iiiAi:n, professeur ;i Sainte-Barbe.

11 ne nous appartient pas de faire l'éloge du livre de Géométrie cotée de

MM. Ilmcii et Mariaud. Tout ce que nous pouvons dire, c'est que toutes les

questions y sont Irailéns de la façon la plus complète Pour chaque ques-

tion, les auteurs ne se contentent pas d'une solution : presque toutes com-
portent plusieurs solutions, qui y sont exposées et développées. Dans
chaque cas particulier, l'élève pourra choisir la plus rapide et la plus

élevante et s'liai)ilner ainsi à faire sans difficulté et dans le temps voulu

les épures comprises dans les programmes des Ecoles.

Le traité est divisé en deux parties : le texte et les planches. Cette der-
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nière partie comprend 23;") planches admirablement gravées et qui ne

peuvent que faciliter le travail du candidat. Rien n'a été négligé dans ce

but.

Comme le dit dans sa préface M. Klein, directeur de l'Institut commercial,

qui a bien voulu présenter ce livre aux lecteurs : « Ce traité, bien étudié,

« bien conçu dans l'esprit des programmes, contient tout ce qu'un candidat

« sérieux doit posséder... il rendra des services signalés aux jeunes gens...

« et il se distingue très nettement et très avantageusement de tous ceux

« qui ont été écrits avant lui ».

Opiniofis et Cia-iosiics touchant la Mathèinallque, d'après les ouvrages

français des svif, xvn<^ et xvnie siècles, par Georges Maupix, licencié

6s sciences mathématiques et physiques, i vol. in-8° carré de 200 pages,

avec figures, cartonné à l'anglaise. Prix : 5 francs (Georges Carré et

G. Naud, éditeurs, 3, rue Racine, Paris).

Quelles opinions avaient de l'utilité des mathématiques dans les siècles

précédents non seulement les savants, mais surtout les faiseurs de livres

et même les ignorants ? Quels aA"antages pensait-on en retirer pour l'édu-

cation ;
quelle liaison singulière voulail-on établir enti"e la doctrine

mathématique et la religion .' Voilà ce qui est traité dans ce volume. En
donnant des extraits curieux et piquants des auteurs qu'il cite, M. Maupin

ne s'est permis d'y ajouter que de brefs commentaires et de courtes notes

biograpliiques, ne voulant rien ôter de leur caractère aux textes men-
tionnés. Ajoutons que ce n'est pas là un ouvrage savant et que, dans ses

parties les plus saillantes, on s'est efforcé de le rendre intelligible à tous

ceux qui ont en mathématiques des connaissances moyennes. Ce livre a,

par ailleurs, un côté documentaire qui séduira les personnes qu'intéresse

l'évolution de l'esprit mathématique à travers les graves querelles d'écoles

et les discussions brûlantes des dogmatistes. — Les mathématiciens trou-

A-eront un vif intérêt à cette excursion rétrospective dans le domaine de la

géométrie, et les curieux, que neffrayent pas les soutenances imprévues,

prendront plaisir à l'intervention des mathématiques dans le dogme de la

Présence réelle. — D'autre part, le volume de M. iMaupin, en tout déci-

dément instructif, nous donne, en manière d'actualité, des aperçus

originaux sur ce que pensaient de l'utilité du latin, dans l'enseignement,

les maîtres d'autrefois. — Bien des idées que nous émettons aujourd'hui

sur ce sujet sout, à la vérité, celles d'iiier, et nous devons au livre de

M. Maupin la satisfaction de l'apprendre.

Le Directeur-gérant,

Georges MARIAUD.

SAINT-.IMAND (CHEn). JSlPniMEfllE SCIENTIFIQUE ET I.ITTEflAIBE, BUSSIÉBE rBÊBES.
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PREMIÈRE PARTIE
Queslîoiis proposées aux Caiidiclats

I. — A I/ECOLE SPÉCIALE MILITAIRE S -CYR

35*t. ^lalhéiualiqiies. — On prend sur les cotés BC, CA,

AB d'un triangle donné ABC les points D, E, F tels qu'on ait :

BDCE _ AF „
DC ~ EA ~ FB " ^•

On demande : i° D'évaluer, en fonction de l'aire des triangles

ABC et du rapport donné K, les aires des triangles AFE, BDF,
CED et DEF, puis de suivre la variation de l'aire de ce triangle

DEF, lorsque K varie
;

2" En supposant que K varie, de trouver le lieu géométrique

décrit par le milieu de chaque côté du triangle DEF et de montrer

que le centre de gravité de l'aire de ce triangle reste fixe.

354. Epure. — Un tétraèdre régulier, dont les arêtes sont

égales à i?. centimètres, a un des côtés de sa base parallèle au

petit axe de la feuille et à 4 centimètres en dessous de cet axe.

Son plan de base a une pente de lo".

On considère un cône de révolution ayant même axe que celui

du tétraèdre, son demi-angle au sommet est de 10° et le sommet
est au milieu de la hauteur du tétraèdre.

On demande :
1" de déterminer l'intersection du cône et du

tétraèdre
;

2° de représenter le tétraèdre avec son entaille, le cône étant

supposé enlevé.

On déterminera la tangente en un point et les points remar-

quables de l'intersection.

355. Calcul Irîgoiiométrîque.— Résoudre un triangle,

connaissant : = 3 285",58 ;
B=25o38'22"9 et si a= i 866'", 32.

Questions posées à l'oral, i" Mathématiques. — On
donne un demi-cercle de diamètre AB, mener une corde AM de

façon que les deux surfaces partielles déterminées dans le demi-

cercle par AM, engendnMit des volumes équivalents en touniuiit

autour de AB.
— Construire un triangle connaissant l'angle A, le côté h et la

médiane m, issue du sommet A.

JOUHNAL UK MATH. lîl.KM. — 1899. 5
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— On donne un cône circulaire droit. On demande à quelle

distance du centre de la base il faut mener une corde dans le plan

de la base, de manière que le triangle déterminer par cette corde

et par le sommet du cône soit équilatéral.

— On donne dans un triangle ABC l'angle A, le côté h et le

rapport a = Iv. Résoudre ce triangle. Le construire. Discuter.

— On donne dans un triangle l'angle A, la médiane et la hau-

teur issues du sommet de cet angle. Résoudre ce triangle.

— On donne un triangle ABC. Joindre le sommet A à un point

D de la base BC, de façon que l'on ait }VD" — BD X DC.

— Connaissant les côtés b, c, d'un triangle et la bissectrice

intérieure de ces deux côtés. Résoudre le triangle. Le construire.

— Démontrer que l'on a la relation :

cos {b -^ c — a) -\- cos {c -\- a — &) H- cos {a -\- h — c)

H- cos (rt -+- 6 + c) = 4 cos a. cos h. cos c.

— On donne un trapèze ABCD. Mener une droite MN perpen-

diculaire aux bases et telle que les deux trapèzes AMND, HMNG
soient équivalents. Solution géométrique. Généraliser ce pro-

blème.

— Résoudre un triangle, connaissant l'angle A, la somme
sin A H- sin B -i- sin C = m et le périmètre ip.

— Discuter la fonction : ?/ = ^ H .

— On donne un cercle et un point P à l'intérieur de ce cercle.

Mener par P une sécante dont P est le milieu.

— Supposant que les côtés d'un triangle soient mesurés par les

nombres 4. 5 et 6, démontrer que le plus grand angle du triangle

est double du plus petit.

— Résoudre l'équation : \/a~ -h a;^ 4- ^b- H- .r- = a + 6.

— On donne un triangle ABC, trouver un point S de l'espace

d'où l'on voit les côtés AB, AC, CB sous un angle droit. Nombre

de solutions. Calculer les côtés SA, SB, SC du trièdre tri-rectangle

ainsi obtenu.

— On donne une circonférence de rayon R et un point P exté-

rieur à la circonférence et à une distance a de son centre 0.

Mener par P une sécante PAB, telle que l'angle AOP soit le

double de l'angle APO = x.

— On donne un cercle, un diamètre fixe AB de ce cercle. On
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mène un rayon variable OM, on abaisse du point M la perpendi-

culaire MP snr AB. Trouver le lieu du centre de gravité de la

surface du Iriangle MOI*.

2° Physique et Chimie. — Parler de la fusion des corps? Com-

ment se fait le phénomène? Est- il le môme pour tous les corps?

Parler de la fusion du fer, du soufre, de la fonte, de l'acier.

Quelles sont les lois de la fusion? Parmi les deux systèmes de

fusion des corps, auquel s'appliquent ces lois? Le fer fond-il à

une température fixe?

— Parler de la lunette astronomique. Qu'appelle-ton foyer

d'une lentille? Décrire la marche des rayons dans la lunette astro-

nomique. Qu'entend-on par champ d'une lunette astronomique?

Conserve-t-on la lunette tout le champ qu'on est susceptible

d'avoir ? Dans ce champ, toutes les parties de l'image sont-elles

également éclairées? Examiner l'image, au point de vue de son

éclairement, d'un point situé sur le bord du champ.

— Qu'est-ce qu'on entend par dissolution? Y a-t-il phénomène

calorifique? Mélanges réfrigérants. Qu'est-ce qu'une solution sur-

saturée? Comment l'oblient-on ? Quelles sont les lois de la solu-

bilité? Peut-on représenter la variation de la solubilité d'une

façon simple? Quelle est la marche générale des courbes de solu-

bilité?

— Phosphore. Propriétés physiques et chimiques. A quelle

température fond-il? Qu'arrive-t-il, si on le chauffe à l'air? A
quelle température s'enflamme-t-il? Quelles précautions faut-il

prendre quand on manipule du phosphore? Comment le met-on

à l'abri de l'air?

— Parler du cuivre. Quels sont les minorais de cuivre? Com-
ment passe-t-on du sulfure de cuivre au métal?

— Parler des propriétés chimiques du carbone. Comment
reconnaît-on le carbone? Qu'est-ce que le charbon de sucre?

Expérience de M. iMoissan sur la production artificielle du dia-

mant. Qu'est-ce qu'un four électrique? Comment caractérise-t-on

l'acide carbonique?
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IL — A L'INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE

356. ^lalliéniîitîqiies. — Trois personnes s'étaient asso-

ciées pour un commerce et avaient apporté : la première

25 700 fr., la deuxième 3o 000 fr. et la troisième 28 600 fr.; mais,

4 mois après avoir fondé leur société, elles s'adjoignent une qua-

trième personne qui apporte 36 800 fr. Afin d'étendre leurs opé-

rations, le premier verse de nouveau, 3 mois plus lard, 12 600 fr.;

et, 2 mois ensuite, le troisième apporte 9600 fr., 23 mois après

la fondation de la société, il y a 62 836^% 70 de bénéfice à partager.

Quelle sera la part de chaque associé?

— Chasser les radicaux du dénominateur de l'expression :

1 1 1

v'3 1 -h v/3

357. Physique. — Dans un récipient de 20 litres de capa-

cité se trouve de l'air sec à la pression de 1 32o millimètres. Un
ballon de 12 litres de capacité contient, sur la pression de 780 mil-

limètres, un mélange d'air et de vapeur d'eau, la tension de cette

dernière étant de 3""", 8. La température du ballon est de 10° et

celle du récipient est de 25°.

On mélange les deux masses gazeuses et l'on demande quelle

sera, après cette opération, la pression du mélange gazeux.

On demande également d'en calculer le poids.

358. Calcul logarllluiiique. — Calculer

ce =
avec une approximation de 0,00001

IIL — AU BACCALAUREAT
LETTRES- MATHÉMATIQUES

359. Mathématiques. (Obligatoire). — Etudier les va-

• , • 1 OC" "H \£.00 o
nations de : V = —;

z •

"' IX- H- 5a? -f- 2

[Au choix). — a) Enoncer et démontrer tous les théorèmes qui
,

conduisent à la détermination du volume du tronc de pyramide 1

à bases parallèles.
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h) Enoncer et démonlrer lous les théorèmes qui permettent de

déterminer le volume du cône.

c) Résumer tous les théorèmes relatifs à la perpendicularité

d'une droite sur un plan.

300. l*liyslc|iie. — On plonge dans un vase qui contient

10 litres d'eau à loo" un bloc de glace du poids de 3 kilos.

Après avoir attendu que la température soit devenue stationnaire,

on plonge de nouveau dans le vase un bloc de glace qui pro-

voque un nouvel abaissement de température de io°. On demande
quel était le poids de ce dernier bloc de glace.

On ne tient compte ni de la chaleur absorbée par le vase ni de

celle qui a pu être perdue par rayonnement.

{Au choix). — a) Des corrections barométriques.

h) Vapeurs saturantes et non saturantes.

c) Formation des images dans les miroirs sphériques concaves.

Discussion.

IV. — BACCALAURÉAT (LETTRES — SCIENCES)

îiOl. .^ladiéiiialiques. {Obligatoire). — Construire la

courbe des variations de : ?/ = —-, '^^ modifications que

subit cette courbe lorsque X varie.

{Au choix). — a) Construire une droite qui passe des angles

donnés aux deux droites données.

h) Trièdres supplémentaires.

c) Sections planes du cône.

nos. Physique. {Oblif/atoire). — Un réduit à l'état de

vapeur 9.00 grammes d'eau. On demande : 1" quel sera le volume

occupé par cette vapeur à la température de 100° et sous la pres-

sion de 770 millimètres; 2" quelle serait l'élévation de tempéra-

ture d'une masse d'eau du poids de i5 kilos, où l'on ferait con-

denser cette vapeur.

{Ah choix). — a) .Mélange des gaz et des vapeurs.

b) Des piles à deux liquides.

c) Décomposition et recomposition de la lumière.
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V. — AUX ÉCOLES D'AGRICULTURE

363. Arîtliiiiétîqiie. — Un meunier possède 762 hecto-

litres de farine à 11^', 80 l'hectolitre, 34/ hectolitres à lô^^ao et

436 hectolitres à i3^'",6o : il les a toutes mélangées. Combien

devra-t-il vendre l'hectolitre du mélange pour ne rien perdre et

ne rien gagner?

364. Géométrie. — Construire un triangle connaissant

a, A eX b ~\- c.

365. Calcul logarilhiiilque. — Calculer

7

0)= / 2 X
V-^v^ë-424

Vf. — AUX ECOLES DE COMMERCE

366. Arithmétique. — 19 hommes travaillant 9'',3/4 par

jour pendant 12 jours, peuvent faire 1 778^,40 d'un certain

ouvrage; 23 femmes travaillant 10 heures par jour pendant

1 5 jours peuvent faire 1 897",5o du même ouvrage. Combien,

sur 3i ouvriers travaillant 11 heures par jour, faudra-til

d'hommes et de femmes pour faire 3 957"', 60 du même ouvrage

en 17 jours?

36T. Géométrie. — On demande quel serait le volume

d'un tronc de pyramide droit à bases parallèles, d'une hauteur de

S"', 698, dont base inférieure est un hexagone régulier inscrit dans

un cercle de 2™, 80 de rayon et la base supérieure un hexagone

régulier à un cercle de o'",75 de rayon.

368. Algèbre. — Résoudre le système d'équations :

•^ x-T-y X -\- z ^ y -\-z

369. Calcul logarithmique.

V3 ^/(io875)-^^(),ooooZ

V^V 23v'(o,84976)-
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DEUXIEME PARTIE

1° QUESTIONS RESOLUES

Du milieu de l'hypoténuse d'un triangle rectangle, on lui élève une

perpendiculaire. Cette droite rencontre en deux points les bissectrices de

l'angle droit de ce triangle. Démontrer- que les distances de ces points aux

côtés de l'angle droit sont égales : l'une, à la demi-somme, l'autre, à la

demi-différence de ces cotés. (MannheimJ.
Soit oah le triangle rectangle donné, d le point de rencontre de la liis-

sectrice intérieure od et de la perpendiculaire cd au milieu de ab. Démou-

, ou A- ob
trons que de = .

1

On a da' -\- ea' = ad' = bd' = {de — ob)'- -\- oc'

•

Or de r= 06.

D'où ea = de — ob.

D'autre part, ea = oa — de.

Par suite, oa — de = de — ob ou de = ^ -
, C. O. F. D.

2 ' ^

Démonstration analogue pour le cas où on prend la bissectrice extérieure

de l'angle aob. (Ernest Foucart).

On donne un triangle asb. Dans Vangîe asb on inscrit un cercle

tangent en a à as ef un cercle tangent en h à bs. Démontrer que ces

courbes interceptent des segments égaux sur ab. (Mannheim).
Le cercle langent en a à sa touche sb en a, et coupe ab eu a', son rayon

est R; on a de même b^, b' , II' pour le cercle tangent en J à sb.

On a

.
^

W. _ sa sin b

R' ~ sb ^^ sin a'

D'ailleurs, a^aa' = a, bb[b' = b.

D'où

( aa' = nW, pin a
^'^'

\ bb- = 2R' sin b.

Divisant ces deux équations et tenant compte de (i), il vient :

aa = bb', G. Q. F. D.

Ernest Foucart.

On donne un triangle abc et un point o de son plan. Extérieurement
au triangle aob, on mène la bissectrice de l'angle aob; cette droite

coupe ab en un certain point. On a de même des points sur ac et bc.

Démontrer que ces trois points sont en ligne droite. (Mannheim).
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Soit c' le point obtenu sur ai. On a -i— = —

.

' ca oa

^ . a'c oc b'a oa
De même, -rr ^ — , ît- = —

•

ao oa oc oc

_, , i.- T i c'ô a'c ft'a
D ou en multipliant -,- . -rj- . ,-7- = i.^ ca ao oc

Cette égalité établit la proposition. Ernest Foucart.

La inêdiane bm d'un triangle donné abc est rencontrée en d par la

perpendiculaire élevée, à ab, au milieu de ce côté : on mène la droite

ad. De même, on a une droite ce qui Joint c au point où bm est ren^

contrée par la perpendiculaire à bc élet^ée au milieu de ce côté.

Les droites ad et ce se coupent en o. Démontrer que les droites bo,

bm sont également inclinées sur ba et bc. (Mannheim).
Soit m' le point où ob coupe ac.

Soit mba = bao = a, mbc =; èco = p.

Posons oèa = ^, obc = ?/.

Les équations oab, ocb donnent :

ob ab ob bc

sin a
gijj iji'oa' sin p gjjj j,j'oc

D'où

sin Mi'oa «6 sin a
(0 siiT^^^ ^^' siûl'

L'égalité des surfaces des triangles mab, mca donne d'ailleurs

sin a bc

sin p ab'

(i) devient alors sin m'oa = sin m'oc,

ou 7M'oa ^ moc.

Or 7»'oa — iSqo — (x + .r), ?h'oc = iSo» — (p + y).

D'où a + ^''^- = ? + .'/•

D'ailleurs ^ + y = * + p-

La résolution de ces équations donne a? = p, y = y.. C. Q. F. D.

Ernest Foucart.

Le point o est le centre du cercle circonscrit au triangle abc et a', b'

sont les pieds des hauteurs de ce triangle, issues de a, b :

1" aob', boa' sont équivalents; 2° Le triangle aob et le quadrilatère

oa'cb' sont équivalents 1 (Mannheim).

Soient les côtés du triangle abc. A, B, C ; b'c = C cos a. L'angle

, T t 1117' BC cos a cos b
,

baa = oac = 90 — b. La surtace du triangle ob a =^ ; de

, j , . 1 . BC cos 6 cos a „
,même, la surface du triangle boa = . Comme les expres-

sions des surfaces des triangles sont identiques, les triangles sont équiva-

lents, ob'a = boa' . La surface du tinanglc oab = —-^—^ = R- sin c cos c.

Comme le triangle aoc est isoscèle, les angles à la base sont égaux à



JOURNAL DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES 73

90 — a, a'c = B cos c, et h'c = A cos c ; et la quadrilatère o'hca' est

formée do deux triangles ob'c et oa'c ; l'angle ocIj' = 90 — b; la. surface des

j ., ,. j RAcosccosô
, RBcosccosa _ /Acos6 , bcosa\

quadrilatères sera donc 1 :=Reoscl 1 1 •

X
Mais -. = 2R, d'où A = 2R ?in a, de mOme B = 2R sin b.

sin a '

La surface des quadrilatères aura pour expression

II- cos c(sin a cos" b + cos a sin b) = R2 cos c(sin a -{- b) ;

mais comme a + * = 180 — c sin(a + b) sin c. En substituant au lieu

de sin(a + b) sa valeur, nous aurons finalement R- cos c. Les expressions

des surfaces du quadrilatère oa'cb' et du triangle oab étant identiques, le

triangle aob est équivalent au quadrilatère oa'cb'. N. Plakhow^o.

Étant donné un triangle ABC, le cercle exinscrit dans l'angle A a y

son centre en 0.^ et touche le coté BC en A'. Montrer que la droite O^A'

et les droites analogues O.B', O^C concourent au centre du cercle cir-

conscrit au triangle 0^0,0^. (E.-N. Barisien).

Le triangle ABC est le triangle orthique O^^O^O^, car AO^, BO^, CO^ sont

les bissectrices intérieures du triangle ABC.

On sait, d'après un théorème dû à Nagel, que les rayons qui joignent le

centre du cercle circonscrit aux sommets d'un triangle donné, sont per-

pendiculaires aux cotés du triangle orthique correspondant ; donc O^A'

étant perpendiculaire à BC doit passer par le centre du cercle circonscrit à

0,0 , il en sera de même pour O.B', C.

Remarque. — On sait que, lorsque trois points déterminent sur les

côtés d'un triangle six segments tels que la somme des carrés de trois

d'entre eux non consécutifs, égale la somme des carrés des trois autres, les

trois points peuvent être considérés comme étant les projections d'un

même point. On voit que

BA' = p — c, CA' = p — b, AC =z p — h, BC = ^j — a,

CB' ^ jj — a, AB' =^ !> — c,

d'où BA'' + AC'"" + GB'' = CA'' + BC'"' + AB',

donc les trois droites O^^A', 0,B', OC' concourent en un point.

Jorge-F. d'Avillez.

On mène la droite qui joint le sommet h' d'un triangle donné abc av.

milieu de la hauteur de ce triangle, qui est issue de a.

Celte droite coupe ac en un point d'où l'on mène une parallèle à ah et

l'on obtient le point d « la rencontre avec bc.

De mi^me en employant la hauteur qui p)art de e on obtient un point

e sur al). Dnnontrer que ed est perpendiculaire à la médiane issnc de b,

(Mannheim .

Soit fs le point où ar coupe la droite qui joint h an milieu de la hauteur

aA. On H T- . rr — 1 -= 1.
oc pa
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hd Sa bh
I> 0" dG^-^ = bc-

Par suite,

bd _ bh cotg b
^^'

b~c bh + 6c cotg + 2 cotg b'

Ou aurait de même
be_ cotg b

^^' ba cotg a + 2 cotg b
'

Divisant (i) et (2) membre à membre, il vient

cotg_o.
_^

bd bc cotg a + 2 cotg b hc cotg 6 '

"

be ba cotg c + 2 cotg b ba cotg c .
'

côtgl + ^

ac cos a
bd bc bc cos b ac cos a + 26c? cos b

be ba ac cos c , ac cos c + aaè cos è
'

ba cos

on enfin

(3)

bd ab + 6c cos b

be bc + ab cos 6'

Soit 6' le milieu de bc, b\ sa projection sur bc. La perpendiculaire à bb'

en 6' coupe bc en d'. On a :

, ,, ibb''
bd =

bc -j- ai cos b
'

6cZ' coupe ab en e'. On aurait de même

be' = 26F2

06 -|- 6c cos 6
'

D'où en divisant

bd' ab + bc cos 6
(4) be' bc + aô cos b

'

La comparaison de (3) et (4) donne f- = .-t.

Donc de est parallèle à d'e' , c'est-à-dire perpendiculaire à bb' . C. Q. F. D.

TROIS THÉORÈMES DE MAXIMUM
Par M. A. Aubry.

i. — Lemme l. — Si Am est tin nombre entier 2'>ositif, on a

cela résulte immédiatement de la relation connue :

I -{- nx <^ \i -f- ^v" «^ — .
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%. — Théorème I. — Si les quantt'tc.s variables x, y, ... z sont liées

pa)' la relation

(i) Ax + By H- ... + Cz = M,

la fonction x* y'^ ... z^' est maximum quand on a :

A£ _ B^ _ _ C£
"^ ' a b c

*

Si la somme aa + ?^ + ••• + T^ est nulle, on pourra écrire :

/ , \î»ata + ni'ih + ... 4- m';c
(3) ^ = ('+^.)
Pour plus de généralité, nous supposerons les nombres a, b, ... c,

a, p, ... Y fractionnaires positifs ou négatifs. Soit m un multiple commun
des dénominateurs de «, |î, ... y; les nombres /«a, »i,'î, ... seront tous

entiers, et d'après le lemme I, on aura :

d'où, à cause de (3),

(4) I >(i + a)« (I + ?)* ... (i + rf.
Posons :

,
, ,

,
;, aSA „ ;xSB vSC

aH ' OM ' cM
ce qui donnera

)>SA
, ,

vSt; , . - . , , r^
D) a -xr + + c -^f = o, ou l)ien aA + •• + ''^ = o,

' ail cM 1 1 >

la relation (4) deviendra :

..^ /aM + aSA\« /6M + ;j.SB\* /oM + vSC\c
'^( ^^M J [ b^l~) '( ^M )'

d'où

Jj /-M\c /„M \a /hM \b
+ V,^^ /aM\a /èM\* /cM\c /«M .\a(bM

, y /cM
^''^ (as) (bs) -(es) >[\s + ^) (bs + !^) -(es
ce qui démontre la proposition, car les valeurs de x, y, ... z contenues

dans les deux membres de (6) satisfont à (i), puisque l'on a :

Axi + - + '=cs = >'. Ma' + •'•) + M,

de plus, les valeurs x = ~^, . . satisfont à (2) : en effet, dans une suite

de rapports égaux, chacun d'eux est égal à celui de la somme des numé-
rateurs à celle des dénominateurs, ce qui donne :

^ = ... = ^' = ^i. C. O. F. D.
a c S

Ce théorf-mo a été énoncé d'abord par Caucliy 'Cale. diff.).

Corollaire I. — Pour A r=: B = ... = C = i, et a = 6 = ... =: c = i,

on retrouve le théorfcme des deux moyennes, traité dans un précédent

article ; on en a ainsi une démonstration nouvelle.

II. — Le maximum dé (a? + ol)C- ... (:; + y)" IKiur A.f -f ... -j- Cj == M

a lieu pour A -—— = ... r= L — _—
'

,
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puisque la somme A^ + a) + ... + C(c- -f y) a une valeur constante

M + Aa + ... + Cy.

III. — La condition A*'By...C^ = constante ramène également au théo-

rème I, puisqu'eu posant log A := a, ... log G = Y' on aat^ -j- ... -j- y^ = cons-

tante (voir des cas particeliei'S dans le Recueil de Frenet et J. E, 1877,

p. 349).

IV. — Considérons le cas de deux variables, très fréquent dans les appli-

cations. On peut dire que a et b étant quelconques, le maximum de

s.^y" pour Ax -|- By = j\I a lieu quand on a :

A.r _ By _ M ,, . _ ofM _ 6M
'^ ~ b'

~ a + h'
°" '* ^ A{a ^ by ^ ~ JSa + b)'

V. — Toutes ces propositions de maximum ont leurs corrélatives de

minimum ;
par exemple, le corollaire II donne la suivante : le produit

(x + a)* ... (z -j- Y)^ étant constant, le minimum de Ax + ... -f- Cz a

T . ,r -f a p - + Y
lieu pour A = ...=: L .

Cette observation s'applique également à ce qui suit :

%. — Lemme II. — Selon que le nombre m. est ^ i, oji a :

(i + .X-)'" ^ I + mx, (a? > — I.

(Voir notre précédent article).

3. — Théorème II. — Les variables x, y, ... z étant liées 2'><^i'

la re/nfionx*y?...zï = constante, la fonction (i -\- x)^ (i -fy)^^ ... (i +z.'^

passe jMr un maximum quand on a en outre

,. a X b y c z
^">

â I -I- a; ~ ji I + y ~ " ~
Y I + ^

"

Ecrivons l'égalité :

(8) 'A + A ^ B + ;j.)!^ ... (C + v)ï = AaB?...CT,

ce qui exige que certains des nombres \, ;j., ... v, soient positifs et d'autres

négatifs. Si on a :

a A _ b B _ _ c C
^9^ a I + A ~ "p 1 -h B

"~
Y I + '"

(8) peut s'écrire, en divisant par A^ ... Cï,ABC
I -f Qr\c _

Les nombres A, B, ... C étant positifs et ^, j^,
... ^ supérieurs à — i,

les nombres —^-r . seront positifs et < i : il a ient donc, d'après le

I -f A

lemme II, (i -f --|-^)° (i + ^^- (^ + rr^> ''

ou bien

(i 4. A + aV i'i + b + ;j.V' ... (1 + C -f v)'^ > 1,1 + A)" (i -f B)* ... (i + C)%

C. Q. F. D,
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Corollaire I. — Changeons .v en ."^7-r. . 2/ en ^„ _ „ ,, ... le tliéorème

sera généralisé ainsi : les variables x, ... z étant liées par la relation

(x + A')* ... (z + C')T = constante,

la fonction {x -f A")" ... (-î + G")'' passe par un maximum quand on a :

a X -{- A! c -S' + C
a a; + A" y jz -\- G"

II. — Si les nombres a, [î, ... y, «, b, ... c sont tous égaux à l'unité, on

i-elrouve le théorème de MM. Desboves et Mausion voir noire précédent

article;, dont on a ainsi une nouvelle démonstration,

4. — Théorème III. — La moyenne arithmétique des premières pttis-

sances de n nombres jwsitifs est plus grande que la première puissance

de la moyenne arithmétique de ces mêmes nombres.

Appelons s la somme des n nombres a, b, ... l; on aura :

/ , na — ï \''
, / , 7ib

I H ;-

C. Q. F. D.
n \ n j

Ce théorème, proposé dans le tome IV de la C. M. (1828), y a été résolu

par Lobato, au moyen de la formule du biuùmc et par Bobillier, par le

calcul différentiel. M. Desboves {Quest, d'AL, 1873), le démontre aussi par

la même formule, mais autrement. Toutes ces démonstrations sont fort

compliquées (voir par exemple J. S. 1884, p. 3i).

S. — Théorème IV., — Plus généralement, m éta)it u?i nombre quel'

conque p)lus grand que i, la foyiction u =^ once'" + •• + y-"' de i-ariables

positives lires par la relalion

kx + ... + C: = M,

passe par un minimum quand on a en outre

ixx"'-i _ _ yj"'-i

(10) -^- —(.-.

Appelons ( la valeur commune de ces rapports (10), on pourra écrire
;

<xx"' _ yz"' _ u
(•') '-Â^--= GF-M'
d'où, tirant les valeurs de x, ... z, les introduisant dans l'expression de M
en posant :

(i-^) VT + -+ Vr-=^'
il vient N'y/f = M.

On voit (lue si les relations (10) sont satisfaites, on a

(i3)
"

u = m = ^^^.

Or, les nombres x, y,... z et a, b, .. c étant positifs, on a

, ,, /
,

x—av\"' .
, / ,

'3—cr\"' ...
,

.%'— aD-\-...-\-s— cv
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d'où, si i? = —
,

'"' 7"
"

i et après réduction

(rK\ ^ 4. 4- -*'" >. (^' + ••• ^)'"
(iJ) «-t;;^, + - + -^;r-i > (^T^r^T^y^-

Changeons ;r,... - en Au:,... Cs et posons

,„_j __ A^ p.ii-i Ç^!!— ^
'""'

,„
~ "^

la relation (i5) deviendra it ^ -,,„ _ ^
.

/
Corollaire I. — Changeons ic en ar» et «i en '-

, on pourra dire que la

fohction o-x^ -\- ... + '{if entre les variables x,... z liées ^lar la relation

kxJ + ... + Co» = M, passe par un minimum quand on a
OLZ-l'-i yz''-"-j- = ... := --g-

/ désignant un nombre quelconque supérieur au nombre positif g.

II. — Soit à trouver le minimuin de txd + se)'" -j- ••• + ï{i + ^)"'.

les variables étant liées par la relation a' ... c= = M. En posant

log a := A,... log c = C, log M ^ [X, la relation de condition donne

A(i + a;) + ... + C(i + j) = [j. + A + ... + C = constte.

On est ramené au théorème IV.

III. — Considérons spécialement le cas de deux variables x, y. Ou a

(i6) a^- + Pi/"'
> - ^'

VÇ + Vf)
d'où on conclut : i° que si \x -\- 'Ry a une valeur constante,l'expression

OLX'" + jjî/'" est mini^mum quand on a

, . aa7"'-i Sy"'->
^^^ -A- = B

et 2° que si l'expression aix"'-\-'^y est constante, le maximum de kx-\-^y

a lieu de même pour (17).

IV. — Le maximum ou le minimum de ax + ?3/ ayant lieu en même
temps que celui de aB(a; -\- a) + ^\U + ^)i on peut dire que si

A^Z-r + ^ + ^\ y + ^ = const'"^, a.x + py e*t minimtim pour

!xB{x + a) '" = pA(y -}- b) •"
; et inversement, que dans le même cas,

si Vexpression ax + ^y a une valeur constante, la valeur de la fonction

Kyx + a + By/y + b passe par un maximum.

Soit donné un triangle de côtés a, b, c tel, que le centre de gravité

est sur la circonférence du cercle inscrit; r étant le rayon de ce cercle

r.j, rj, r^ les rayons des cercles exinscrits, p le demi-périmétre et S l'aire

du triangle, démontre)- les relations :

fy
= l'a + 1-1, + ^c ^ = f {""Vc + brj, + cr^r,,)

^- + î^ + !î
=

!!. . Jorge F. d'Avillez.
'a M> 'c ^'
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Démonstialion. — Dans un triangle quelconque, f étant le centre d'un

cercle inscrit et G le centre de gravité, ou a :

GI = ? (pi -L 5,-2 _ itilir),

R étant le rayon du cercle circonscrit.

Dans le cas que nous considérons, ou doit avoir GI = r

donc p- = 4 '(41^ + »)•

Or, ou sait que 4^^ + r = >'„ + vt, + )\.

„2
doue , •. = r„ + ''(. i- '':•

On sait que dans un triangle quelcotuiue S = -;—r^--

donc rj -|- r^ = ^

et de même r,. + ), = '"â~ • ''" "1" *'' ^^ ~s~ •

On aura alors : >•„ -f r^, + )\ =: -,

—

'

et, d'après (i) 8= -r, {ar0\. + i''a>'c + cr„7'i,).

De la formule connue :

/_? 4- ^ 4. -?\ / a + ^ + g
\ ,

V»'a
"^

'-6
"^

Vc) \r„ + »-*+ n/ •^'

on déduit

donc

il J- * _(_ ^ 4''>"° + >'<» + rç)

-^ + 1 + -^ z=. i^
J'n »'6 Te 2C

Jorge F. d'Avillez.

Soit donné un cavré ABCD de côté a et de centre 0; soie^it respective-

ment a, p, '(, 5 ZtA- milieux des droites OA, OB, OC, OD, et M, X, P, L ie*

milieux des côtés AB, BG, CD, DA. Si Von décrit de ces points comme

centres huit cercles K de rayon ', , démontrer que :

4

1. Le cercle A qui coupe les quatre premiers suivant des diamètres,

coupe les quatre autres orthoyonalement ; si r, R, sont les rayons des

cercles tangents aux quatre jyrcttiiei's et r', R' les rayons des cercles tan-

gents aux quatre autres, p étant le rayon de ^, on a :

p2 = 3Rr = RV, R2 + r2 + R'2 + r'^ = a^.

2. Les cordes comnumes au cercle ùk et à deux cercles consécutifs K se

coupent en un point. On a ainsi huit points qui sont les sommets d'un

octogone do)it la surface est égale à '. .

Jorge F. d'Avillez.

Démonstration. — i. En effet, le point .M par exemple est le rentre

radical des cercles (pii ont jiour cculies a et ,'i et du corcle A, donc, le

cercle de centre M est orthogonal à ces trois cercles, et A est orthogonal
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aux quatre cercles K qui ont ^lour centres les milieux des côtés. Le rayon

de A est facile de trouver ; on a, en effet :

., a- in- 3a-
°' ~ i6

"f" TtT ^ 76"'

On a aussi r = , Ji — ,- = r W"^ — 0'
-f 4 4

R == ? ^/. + «: = ? (v/5 + 0.

donc p- ;= jK)-.

,, . . , a „, Sa
On trouve aussi r = y , R = , ,

4 4

donc R'r' ^ o-,

et r2 + R-^ + r'2 + R :! = a^.

2. Considérons, par exemple, les cercles de centres a et M. Les cordes

communes aux deux cercles et à A se coupent évidemment en unpointX,,

milieu de aM ; de même les cordes communes aux cercles qui ont pour

centres M et ,3 et au cercle A, se coupent en un point X.i milieu de ^M. On
trouve ainsi les points Xj, X.^, X3, Xj, X^, X^, X7, X^, sommets d'un octo-

gone, où l'on a X^Xo = XjX^ = X^X^ = X7Xi, = -,
4

X0X3 = X.X, = X,;X, = X^X, =
^ ^^.

On a donc OXiAo =; - . -tt- i= -777-

0X0X3 = g v2. 4 V/^- 8-

L'aire de l'octogone étant égale à quatre fois l'aire du triangle OXjXj

plus quatre fois l'aire du triangle 0X0X3, elle a pour valeur :

~. J. F. d'Avillez.
16

Le Directeur-gérant,

Georges MARIAUD.

SAIXI-AMAXri (cher). IMITlIMEmi; SClENTlhI.,.LE ET I.ITTÉBAIBE, BUSSIÉRE FBÉBES.
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PREMIÈRE PARTIE
Questions proposées aiiv taiididats

I. — A I/ECOLE SPÉCIALE MILITAIRE S^-CYR

3T0. ^lalliémalîqiies. — Etant donné un triangle ABC,

on prend sur les côtés trois points A', B', C, tels qu'on ait :

AC' _ BA/ _ CB _
AB " BC ^ CA " *'^'

et on demande :

1" De prouver que les trois triangles B'AC, G'BA', A'CB sont

équivalents, en déterminant le rapport de leurs aires à celle de

ABC;
2° De trouver, en fonction de m, l'aire de A'B'C ;

3° De déterminer la valeur de vi pour laquelle ce triangle est

minimum
;

4" De trouver le lieu géométrique du point où se rencontrent

les parallèles menées par A' et C aux droites BA et AC.

IMl. Epure. — Un tétraèdre régulier ABCS dont les côtés

sont égaux à i5 centimètres, a son côté AB parallèle au petit côté

de la feuille et à lo centimètres au-dessous du centre de la feuille.

Le plan de sa base a une pente de y et le côté AB est dans le plan

de cote zéro. Un cône de révolution dont le demi-angle au sommet

est de 15", a pour sommet le point de concours des hauteurs du

triangle ABC et pour axe la hauteur du tétraèdre partant du

sommet S.

On demande de représenter l'intersection du tétraèdre et du

cùne et l'on supposera enlevée la portion du tétraèdre comprise

dans l'intérieur du cône.

On déterminera la tangente en un jjoint de l'intersection.

Î57S. Caleul ti'ii>'ononiéli'ic|ue.— Résoudre un triangle,

connaissant : a = i 082"',26 ; B = 2y.)iï)i",-iS ; h., = >. 85G"'.78.

:t7:t. Queslions posées îV l'oral. i° Mnlhématù/ues. —
- On donne dans nn trapèze isoscèle les hases a et & et la longueur

commune e des côtés non parallèles. On demande de calculer le

rayon du cercle circonscrit.

— Etant donné un triangle ABC, trouver les distances aux

JOi:HNAL UK MATII. KLKM. — 189'.». 6
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trois côtés d'un point M placé à l'intérieur du triangle et tel que

les surfaces des triangles MBC, MCA, MAB soient dans des rap-

ports donnés.

— Démontrer que l'équation ! i = o a tou-^ ^ X — 1') X — q
jours ses racines réelles, quelles que soient les constantes a, h,

p et q.

— Dans un triangle donné A, B, C, exprimer la longueur de

la bissectrice de l'angle A au moyen des lignes trigonométriques

de cet angle et des longueurs h, c, des côtés qui le comprennent.

— Quelle est la plus petite valeur que peut prendre l'expres-

sion : S.y- — 8a' -t- 7

quand on attribue à x des valeurs réelles?

— Quel est, de tous les cônes inscrits dans une spbère, celui

dont la surface latérale est maximum?
— Partager une droite a en deux parties x et y telles que

x^ H- 3^^ ait la plus petite valeur possible ; et donner l'expression

de celte valeur.

— Déterminer les valeurs de x qui satisfont à l'équation :

siu ix -\- cos IX = V^2 sin x.

2° Physique et Chimie. — Parler du microscope composé. Où
doit-on placer l'œil pour y concentrer le plus de rayons lumineux

possible? Comment mesure-t-on expérimentalement le grossisse-

ment?
— Quel est le principe général d'après lequel on détermine la

chaleur spécifique des corps? Qu'entend-on par calorie?

— Quelles sont les causes qui influent sur la température de

fusion des corps? Lois générales de la fusion. Comment déter-

mine-t-on la chaleur de fusion des corps ?

— Métallurgie du fer. Des différentes sortes de fontes et

d'aciers. Qu'est-ce que le convertisseur Bessemer?

— Quelles sont les analogies entre le soufre et l'oxygène? entre

l'azote et le phosphore?

IL — A L'INSTITUÏ NATIONAL AGRONOMIQUE

374. Matliéiiiatiques. — Une personne qui fait io4 pas

par minute, et qui sait qu'elle fait en moyenne 117 pas pour



JOURNAL I)K MATHÉMATIQUES ÉL.ÉMKNTAIHKS N-i

un hectomètre,a employé 4'â 2' - à traverser, suivant la diagonale,

une place publique carrée. Quelle est la surface du carré? Quel

en est le côté?

— Chasser les radicaux du dénominateur de l'expression :

/i ^ ± + ±\

1 1 1 *

375. Physique. — On a un récipient d'une capacité de

20 litres et qui est rempli d'air sec à la pression de 65o milli-

mètres et à la température de 100". On le met en communication

avec un ballon de 12 litres de capacité à la température de i5° et

qui contient de Tair sec à la pression de 800 millimètres. On

demande quelle est la pression finale du mélange et quel en est

le poids.

376. Calcul loa;ai'illiiiiique. — Calculer avec une ap-

proximation de 0,0001 rexj)ression :

V^t: X ^2,485-2

III. — AU BACCALAURÉAT
LETTRES -MATHÉMATIQUES

377. Mathéuialiques. (0Wi^a/02re). — Etudier les varia-

lions de : V = —, .

'' x'^ -h- ']x -H 12

[Au choie). — a) Enoncer et démontrer les théorèmes qui

conduisent à la détermination du volume de la sphère.

h) F]noncer et démontrer les théorèmes qui permettent de dé-

terminer le volume du tronc de cône à bases parallèles.

c) Résumor les théorèmes relatifs aux |)ropriétés des trièdres.

378. l'iiv^iifiiie. {Obligatoire). — Un corps solide est

immergé complèlenjent dans un liquide et y subit une poussée jo,

le tout étant à la température /. La lemi)érature devenant /', la

nouvelle poussée est p'. Connaissant le coefficient de dilatation

cubique c du solide et le coefficient de dilatation m du liquide,
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calculer le rapport — et chercher les conditions nécessaires et

suffisantes pour que ce rapport soit égal à i.

i^Au choix). — a) Construction des Ihermomètres. Echelles

thermométriques.

h) Détermination des foyers dans les lentilles convergentes.

Discussion.

c) Dispersion. Spectre solaire.

IV. — BACCALAURÉAT (LETTRES — SCIENCES)

379. Matliéiiialiques. (Obligatoire). — Etudier quelles

sont les limites entre lesquelles ./; doit être compris pour que

,, . X^ l']X^ -h 60
i expression —7—5—^ r\' x{x^ — Sa? H- 5)

soit positive.

(Au choix). — a) Détermination du nombre -.

b) Volume du triangle tournant,

c) Similitude des triangles.

380. Physique. (Obligatoire). — On gonfle un aérostat

avec du gaz d'éclairage de densité o,55, sous la pression de

755 millimètres et à la température de 10°. Le poids mort de

l'aérostat et de ses accessoires est de 4 tonnes. On demande quel

devrait être le volume de l'aérostat pour que la force ascension-

nelle fût de 1 tonne.

Si, au lieu de gaz d'éclairage on employait de l'hydrogène de

densité, 0,07, que devrait être ce volume pour la même force

ascensionnelle?

(Au choix). — a) Densité des solides et des liquides.

b) Effets divers des piles. Electrolyse.

c) Dilatation des gaz.

V. — AUX ÉCOLES_D'AGRIGULTURE

381. Arîthïiiéîîque. — Un capitaliste place sa fortune à

4 "/o ; deux ans après, il retire y du capital et laisse le reste porter

intérêt pendant sept mois; après ce temps, il retire encore le ^ du
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capital qui restait alors placé et laisse le capital ainsi diminué

pendant treize mois. Le total des intérêts simples s'est élevé

depuis l'origine du placement à 24 SjS francs. Quel était le capi-

tal primitif?

Î^Î82. (jiôoiiiéirîe. — Constiuire un triangle connaissant

les trois hauteurs.

383. Calcul lo^aritliiiiique. — Calculer :

^>< V 4v^^7

VJ. — AUX ECOLES DE COMMERCE

38J. Ai'jfliniéfiqiie. — On demande le prix de revient,

dans la place de Boulogne-sur-Mer, de 7 5oo kilogrammes d'es-

sence de térébenthine, provenant de Rotterdam d'après les don-

nées suivantes : le vendeur accorde une tare de 1 1 % sur le poids

brut, puis une première remise de 1 - "/„ sur le poids réduit, et

une deuxième remise de 1 "/(, sur le nouveau poids réduit en rai-

son de l'importance de la livraison ; le prix de vente est de

23 florins les 5o kilogrammes de poids net, moins un escompte

de 1 "/„ pour le paiement au comptant. Les frais de transport

augmentent le prix d'achat de 1 - 7o> et l'acheteur doit payer sur

le total une commission de 1 ^^ % i
enfin, le change entre la Hol-

lande et la France est au cours de 210 francs pour 100 florins cou-

rants.

38o. (jîéoiiiéli'ic. — Un chemin de fer traverse un terrain

horizontal sur un remblai ayant 6 mètres de hauteur, 8 mètres

de largeur au sommet, et des talus dont la pente descend de

3 mètres pour 4 niètres de base. On demande combien ce rem-
blai, sur chaque kilomètre de longueur, a exigé de mètres cubes

de terre.

386. — Résoudre le système d'équations :

1 11
V — j = -

; X — z =z -; rr — »/ = -

.

.X y ' z
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387. Calcul logaritliiiiHiue :

3 /(o,89765)'^
,r = 0,0097631 y 2v/3,8973

DEUXIÈME PARTIE

I. — SOLUTIONS AUX QUESTIONS PROPOSÉES

Soit G, 0, I, H le centre de gravité, le centre du cercle circonscrit, le

centre du cercle inscrit et l'orthocentre d'un triangle ABC. Calculer les

aires des triangles lOG, IHG et lOH. E.-N. Barisien.

L'aire d'un triangle formé par trois points (xi, ^/j, ôJ, (a-o, y^- -2I.

(^3. 2/3 > -3) •i'^ii triangle ABC dont l'aire est S, est donnée par la formule :

abc
y =; ;,__

I X-, 1/2 -îo
8S2

2/3

Pour les trois points I(r, r, r), 0(R cos A, R cos B, R cos C) et

H(3R cos B cos C, 2R cos A cos C, 2R cos B cos A), on aura ;

r r r

R cos A R cos B R cos C

2R cos B cos C aR cos A cos C jR cos A cos B
IOH =S

ou lOH =

et encore :

lOH =

8S2

abc.'irK'

8S2

a6c.2>-R2

8S2

cos A cos B cos C

cos B cos C cos A cos G cos A cos B

[cos2 B cos A + cos2 A cos C + cos2 C cos B

— cos2 B cos C — cos2 C cos A — cos2 A cos B],

donc, en effectuant quelques réductions faciles, on trouve :

lOH = —^- (cos A — cos B) (cos B — cos C) (cos C — cos A)

Or,
A

cos A — cos B = . A + C ^- B
sin —— sm

• B + C.C— B
cos B — cos G = 2 sin —-— sin —-

—

C . B —A
: 2 cos •- sin —,

—

î- r

A . C — B
2 cos - sin -r——

. A + C . A
cos C — cos A = 2 sin —-— ?m - -

donc

lOH = ^'' cos^ cos ? cos - sin —

—

G B . A — C
- = 2 cos - sin ——

—

- -^i 1 ^ ~ ^

Mais

donc finalement

A B p
cos - cos - cos = ^,

,

lOH = 2R2 sin ^—r- sin~
T T

formule due à M. P. Sondai.

sin
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Nous avons lOH = 3.I0G = ;: IHG,
Vl

-_„ 2 „, . B — G . A — B . A—

C

donc lOG = g R- sin sin sin ,

IHG = 5 R- sin sin sin

Jorge F. d'Avillez

NOTE SUR CETTE QUESTION

L"aire OIH peu( aussi ètro donnée par la formule :

TOH = (^ — c)(a — c) {a — h) :"~
Hr '

duc également à M. Sondai el que l'on dédiiil facilement de la formule (ij

En effet, on a :

. B — C
sin

b — c -Y

a A '

cos -
T

. A — B
, sin

a — b -f

G •

cos -
t

. A — G
sm

r_

h ~ B
~'

cos -
r

donc

. A-B . B-C . A-C (b ~ c)ia-b){a-c)COs^co^lzo^^
sin —=— sin sin = , ^ _

r r r abc

n_ A B C M
Or ces,- cos - cos - = ->Vir V r ffR

ces,- cos - cos - = -f,

abc = 4^'^»
donc, en substituant dans (i)

lOH — ^^ ~ ^^ ^" ~ ^^ ^^ ~ '^)

g- .

On trouve aussi une expression de celte aire en fonction des hauteurs,
en remarquant que

ah„ = bhi. = chr = aS.

On a alors : i _ c = aS ^.ZlA'
hb/ic

a-c = uS ^-=A"
n„/ir

a — b = iS —,-T— ,

donc, lOlI = ^' X </l^Z^/i*)J(f^- A")-i/liZzA-)
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Mais

donc

On a alors

S = Vr- Rhjibhc,

h^-ah^-bh^c = 4S4

R2
•

lOH
R-
7~g (hc — hb) {he — h„) {hb h.).

On peut obtenir directement les expressions trigonométriques des aires

lOG et IHG que nous aA'ons donné ci-dessus. En effet, les coordonnées de G
2S 2S 2S

3a ' 3& ' 3c
étant on trouve

lOG =3 5l!'

IHG = 2R!r

d'où l'on déduit les formules indiquées.

cos A cos B cos G

i '
labc

I I II
cos B cos G cos A cos G cos A cos B

I I I

a b c
\

Jorge F. d'Avillez.

Les tangentes en A, B, G au cercle circonscrit à un triangle ABC,

rencontrent les côtés BC, CA, AB respectivement en Aj, Bi, Cj. Montrer

que les points Ai, Bj, Cj sont en ligne droite. (E.-N. Barisien).

Le cercle circonscrit a pour équation trilinéaire

ayz + bxz + cxy = o

que l'on peut écrire z{ay + hoc) -\- cxy = o.

La droite ay -{- bx =: o

doit rencontrer le cercle en deux points situés sur les côtés BC et CA re-

présentés par X = o, y = o. Passant par le point d'intersection de ces

droites elle est tangente en C au cercle.

On a de même, pour les tangentes en B et A,

ex -j- oj = o bz -]- cy =^ o.

On peut donc écrire

- + 1 = --f-z=0 ^. + - = 0.
a ' b c'a b c

Donc les trois points où les tangentes renconlrent les côtés opposés sont

sur la droite ^ + ^ + - = o.
a ' b c

Remarques. — Si au Heu d'un cercle, on a une conique circonscrite, le

théorème est également vrai ; on peut le démontrer, de la façon suivante

employée par M, Garnoy dans son Cours de Géométrie Analytique.

Représentons par

Pi = o P.2 = P3 = o Fi = o Fo = 1^3 = o

les équations des côtés et des tangentes aux sommets opposés.
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La conique sera repiésculée par

ll\V. + mVs^ = o

ou par i'i\^^> -j- WP^Fi = o

ou. par les équations cquLvalenles

IVtVo + rPiP.> = o p3(»iP;, + m'F)s — o.

La première donne le côté P3 qui passe par (Fi, P.,), (F^, P,' et la droite

qui passe par (Fj, P,}, (Fj, Pj). Comme cette dernière droite doit coïncider

avec mPs + m'F-, = o

les trois points d'intersection des tangentes avec les côtés opposés sont en

ligne droite.

Ce théorème est d'ailleurs un cas particulier du théorème de Pascal sur

l'hexagone inscrit, La droite qui passe par les points d'intersection est la

droite de Pascal du ti-iangle.

Dans le cas du cercle inscrit à un triangle, le point de Brianchon est le

point de Gergonne du triangle. Jorge F. d'Avillez.

Soient : A', B', C les j'ieds des bissectrices intci-euves d'un trianr/le

ABC, 2 l'aire du triangle ayant jpour sommets les milieux de AA', BB',

(]C', 2p le périmètre et II le rayon du cercle circonscrit au tviaugle ABC.

Démontrer les relations

AA'.BB.CC' _ up ^ _ AA'.BB'CC
AB'.BC'.CA' ~ R -^ ~

itjp

(E.-N. Barisien).

On sait que AA'.BB'.CC = ,-,—

—

-^^^J^^ _-^
{b + c) [c + a) (a + b)

S étant l'aire du triangle ABC.

D'autre part, on a

AB'-^^- BC' = -^«-, CA'= "^

a + c a + h b + c

donc AB'.BC'.CA' = -j—, — r-V-.—r—z.-.

[b + c) [c + a) lœ + b)

- AA'.BB'.CC _ 8pS _ 2j3
""

AB'.BC'.CA'
"" abc ~ R

*

.Nous avons démontré dans le /. de Math. Elem., p. igo, 22« année, que

^ _ a6cS
^ - 2(6 + c) {c ^ a) {a + 6)

'

Or,

AA'.BB'.CC _ \(^pb + c) {c -\- a\ la + b
)

abc?>

i6jj
"
~

8aic7jS ~
2(6 -\- c) [c -\- à) (a + b)

AA'.BB'.CC
donc

i6p
""

Jorge F. d'Avillez.

3-^
Celle question a été posée dans le J. K., -^ unmc, p. !\i et dans Iç

./. .S'., ^y année, p. ;56, question '3io.
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II. _ QUESTIONS diversf:s avec solutions

Soit donne un triangle quelconque ABC et le cercle circonscrit :

\° Trouver deux points X et Y tels que la droite de Wallace de X soit

perpendiculaire à Vaxe orthique du triangle, et la droite de Wallace de

Y soit parallèle au même axe.

2° Trouver deux autres points X', Y' tels que les droites de Wallace

de ces points soient respectivement perpendiculaire et parallèle à la

polaire irîlinéaire du centre du cercle inscrit.

30 Trouver aussi deux points X", Y" tels que ses droites de Wallace

soient respectivement j^erpe^idicttlaire et parallèle o la droite de

Lemoine.

4° Les six droites de Wallace, correspondantes aux trois couples de

points considères, se coupent en trois ^joints, sommets d'un triangle

inscrit au cercle des neuf points. (Jorge-F. d'Avillez).

1° On sait d'après un théorème dû à M. G. Gibsou {Proceedings of (lie

Edimbnrg Mathematical Society (*), 1890), que si l'on mène, par l'ortho-

ceutre, une droite, et l'on joint les points où elle coupe les trois côtés,

respectivement, aux points symétriques de l'orthocentre par rapport aux

mêmes côtés, les trois droites ainsi obtenues concourent en un point situé

sur le cercle circonscrit, pour lequel la droite de Wallace est parallèle l\

la droite menée par l'orthocentre.

Soient H ce point, le centre du cercle circonscrit; soient IIi, Ho, H-

les symétriques de rorlliocentre par rapport aux côtés BC, CA, AB. Soient

U, V, AV les points où la droite d'Euler prolongée coupe les côtés BC. CA,

AB du triangle. Les droites UH], VHo, WH., se coupent donc en un point X
qui satisfait à la condition indiquée, car, d'après le théorème ci-dessus, la

droite de AYallace correspondante au point X doit être parallèle à la droite

d'Euler et l'axe orthique du triangle est, comme l'on sait, perpendiculaire

à cette dernière droite.

Pour trouver le point Y, il suffit de joindre X et et de prolonger cette

droite jusqu'à ce qu'elle ooupe de nouveau le cercle circonscrit. Le point

d'intersection Y Aérifie la condition énoncée, car on sait que les droites de

Wallace correspondantes aux extrémités d'un diamètre du cercle cir-

conscrit sont rectangulaires, donc la droite de Wallace du point Y est

parallèle à l'axe orthique du triangle.

2" Menons par l'orthocentre une parallèle à la droite 01 qui joint le

point au centre 1 du cercle inscrit au triangle. La droite ainsi obtenue

coupe respectiA'ement les trois côtés BC, CA, AB en trois points U', Y', W.
Les droites U'H], Y'IIo, WIL, se coupent donc en un point X', dont la

droite de Wallace est parallèle à 01 ; la polaire trilinéaire de I étant,

comme on le sait, perpendiculaire à 01, sera donc aussi perpendiculaire à

(*) Voir aussi une démonstration de ce théorème dans le Journal de

Mathématiques élémentaires, de Vuiljerl, 20"^ année, 1896, p. 122.
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la droite de Wallace de X'. Le point Y' serait donc fextrémité opposée du

diamètre du cercle circonscrit qui pusse par X'.

3" Si l'on mène par H une parallèle à la droite OK, K étant le point de

Leraoine du triaugle, celte parallèle coupe les côtés du triangle en trois

points U", V", W; le point X' où se coupent les trois droites U'JI,, V'H,,

W'II., vérifie la condition indiquée, car, sa droite de ^Vallace est parallèle

à OK et celte droite est, d'après nu théorème connu, perpendiculaire à la

droite de Lemoine, polaire trilinéaire du point de Lemoine K.

Le point Y" sera le point directement opposé à X" sur le cercle cir-

conscrit.

40 Soient W et \\\ les droites de Wallace des points X et Y; ^V' et ^V',.

les droites de Wallace des points X' et Y'; W" et W'i, les droites de

Wallace des points X" et Y"; les premières droites se coupent en un point

;j. ; les secondes en un point ;x' et les troisièmes en un point </'.

On sait que le lieu géométrique du point d'intersection des droites de

Wallace rectangulaires est le cercle des neuf points, donc les six droites

de Wallace correspondantes aux trois angles de points considérés, se

coupent en trois points, sommets d'un triangle inscrit au cercle des neuf

points. Jorge -F. d'Avillez.
Remarque. — J'appelle droite de Wallace et non droite de Simson celle

qui joint les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point du cercle

circonscrit sur les côtés d'un triangle. Dans sa note « The Wallace Une
aud the AVallace point », publiée dans les « Proceedings of the Edinburgh
Mathematical société », vol. IX, mon illustre ami, M. J.-S. Mackay, montre
que Simson ne s'en est jamais occupé, et que c'est à William Wallace
qu'on doit) la découverte de cette ligne. M. Thomas Muir a trouvé l'indi-

cation de celte ligne dans le « Leybourn's Mathematical Reposilory ».

D'après M. Mackay, la découverte de Wallace doit dater de ijqi) ou i.Soo.

Jorge-F. d'Avillez.

•S'i AH' est une des hauteurs du triangle ABC, II Vorthocentre, I le

centre du cercle inscrit et r le rayon du même cercle, on a :

AH AI — -^r- T T-i jt« -11
TTu, = :, . Jorge-F. d'Avillez.

Dèuionslration. — Le théorème de Stewarl, appliqué au triangle AIH',

donne : iTl^' ^ Fr . HH' + W'' . AH _ ^,^ ,j,
h '

h désignant .\ll'.

Or, on sait que iTl' = a»-: — AH . HH',

donc Al' . HH' + lïT' . AH = -xr-h = 3r-!(All -, Mil' .

On aura ainsi HH'(Âi^ — .i»-2) = AU(ir'^ — ÎH'"),

et, finalement, ^rn, = ~~^'
,. Jorge-F. d'Avillez.HH ^rî-IH-
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Si S est Faire, R le rayon du cercle circonscrit, w l'angle de Brocard

d'un triarifjle ABC, on a^ S
> (siu 2A + 2 sin B sin C cos A) = (2 + cotg w) ^,

.

J. F. d'Avillez.

Démonstration. — De la formule

cos A
I

_ '^os B cos C
sin B. sin C sin A. sin G sin A. sin B "'

donnée par M. Dupain (N. A. question 1047^ on déduit :

, . sin A
, . i> sin B

, , r^ sin C
cotg A -.—n—=—n + cotg B —.—j

,
—„ -4- cotg L —.—5— -=—t, = 2.

° sin B. sin G ' ° sin A. sin G ' ^ sin A. sin B

On a aussi, to étant l'angle de Brocard,

cotg A + cotg B + cotg G r= cotg to,

V, 4 /sin B. sin G + sin A

\

, ,

. cotg A -. r^-— = 2 + cotg w,
^^ \ Sin B. sin G /

et aussi

\ cos A(sin B, sin G + sin A) = (2 + cotg u) sin A sin B sin C

= (2 + cotg w) -p.

On en déduit

X / cos A. sin B. sin C + -5_^
j
=r (2 + cotg w) -|^,

,

7 (sin 2A + 2 sin B sin G cos A) = (2 + cotg m) ,y.,

.

J. F. d'Avillez.

Soient OX, OY deux droites concourantes quelconques, A un point sur

OX, B un point sur OY. Si D, E sont les milieux de OA, OB, on a :

4(AE" — BD^) = 3(ÂD' — OB'),

AE — BD ^ 3AB'

Ol^ — ÔB* 4(01' + OB") i(i

(Jorge F. d'Avillez).

Démonstration. — D'après le théorème de Stewart, on a dans le

=> _2 0\ i. OA (TÂ^
triangle OAB, BD' . OA = OB .

^^ + AB ,.^- — ^,° ' 2 24
rE^0B=.rB^^ + ôÂ^5?-^,

2 2 4

5=;2 OB' , ÂB" OA^ -n:2 ÂB^
, OÂ' ÔB'

ou BD = — H 7—, AL — + — V-.
2 ' 2 4 22 4

On aura donc :

(0 AE' — BD' =
2

(OA" — ÔB*).



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ELEMENTAIRES 93

On Irouve aussi :

d'où

AE* + BD' — AB" + ' (OÂ" + OB^),

iVE' — BD' = 5 AB" (OA" — OB' ^ + 4 (OA^ — OB*

et finalement :

ÂE^ — BD^ _ ^ÂB^ ^
"i6OA — OB 4(0A' + OB')

Jorge F. d'Avillez.

Dans un quadrilatère ABCD, les angles B et D sont droits; on connaît

la diagonale AC = a, le périmètre .ip et la surface S. Déterminer les

côtés AB = X, CD = x', DA = y'.

On a les quatre équations :

(0 a;2 + 2/2 = aK
(a) x-^ + yi = a'-,

(3) X + y + X + 2/' = ajj,

(4) xy + xy' = aS.

Ajoutons les équations (i) et (a) au double de l'équation (4).

Nous avons ainsi :

{x + y)2 + [x' + 2/')- = 2a2 + 4S.

Posons :

(5) X -{- y = p -^ II,

u étant une variable auxiliaire.

On aura, d'après ,3) :

(6) x' -\- y' = p — u.

L'équation précédente devient :

{p + «)- + {}) — u)- = la- + 4S, ou 2^'- + 2M- = 2a- + 4S.

On tire de là :

(7) M = ± \'a- -f 2S — p-.

Élevons les égalités (5) et (6) au carré, nous aurons, en tenant compte

de (i) et de (2) :

(8) :îxy = (jj -)- u)- — a-, ix'y' = {p — w-j — a-.

Les équations (5), (G) et (8) donnent la somme et le produit de .r, y et

de x', y'.

Ces inconnues sont donc racines des deux équations :

(9) X2 - (p + „)x + ^-^ ~ 'y ~ °' = 0,

(10) Xi - (p - u}X + (j^ - '0- - ^- ^ (,,

Discussion. — Les équations (9) et (loi ne diffèrent que par le signe

de u. Si dans l'égalité 7) on prend la valeur de u précédée du signe +1
l'équation 9) donnera, pour x et //, certaines valeurs que l'équation (10)

aurait fournies pour x' et y' si l'on avait pris u avec le signe — et inver-

sement. On peut donc convenir do prendre u avec le signe -f-.
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Pour que la valeur de u ne soit pas imaginaire, il faut que l'on ait :

a- + 2S — 2)'- ^ o,

d'où

(ai 2S ^ p- — a'-.

Revenons aux équations (9) et (lo). U faut que leurs racines soient

réelles et positives pour que le quadrilatère existe.

Les conditions de réalité sont :

[P + u)- — 2(« + U - -\- 2«- ^ O, {p — î«)"- — 2(p — u)- + 2a- > 0,

ce qui revient à :

(,Q) {p + u)'^ — 2a- << o. {p — u)- — 20.'- •< 0,

u étant positif, la première inégalité entraîne la seconde.

Pour que les racines soient positives, il faut que leur produit et leur

somme soient positifs. Ou doit donc avoir :

(ï) (p + '*)'" — a- > o, j) -|- u > o, (p — u)- — a- y^ o, ^ — i< > o,

u étant positif, la deuxième inégalité est toujours satisfaite, et la pre-

mière rentre dans la troisième.

Les quatre conditions de possibilité sont donc, jusqu'à présent (a), (jî},

(ï)) {p — ") devant être ijositif d'après (y), les deuxième et troisième

conditions reviennent à :

(3) u < a \ 2 — j>, u <C p — a.

Cette dernière condition entraîne jj — u > o, en sorte que les condi-

tions de possibilité se réduisent maintenant à (a) et (5).

Les inégalités (à) rcAiennent à :

va- + 2S — p- <^ a Va — p, v'a- -j- 2S — p- < p — a.

Pour que le second membre de chacune de ces inégalités soit positif

comme le premier, il faut que l'on ait :

a <^ p <^ a v'2.

Elevant au carré et simplifiant, il vient :

2S -< {a — p va)-, 2S > 2p{p — a
,

(a — jj \ 2)- est plus gi-aud ou plus petit que ipÇp — ai, suivant que p

est plus petit ou plus grand que ^
"

-—^^

.

Les conditions de possibilité sont donc, en définitive :

Vâ + î

a <i p <^ a v'2, jj- — a- < 2S < 22^{p — a), si p < a —~— .

v'2 4- I

p- — a- <; aS < (a — p v'2 )-, si p < a —
;^
— .

Il reste à écrire les valeurs de x, y, .%•', y', à examiner les cas particu-

liers et à interpréter géométriquement les résultats de la discussion.

Déterminer cinq nombres en progression géométrique, connaissant

leur somme et leur jn'oduit.

Soient u la somme et à'' le produit donnés. Si ù' désigne le nombre
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moyen et y la raison de la progression, on doit avoir :

(i) ^i-r'^ + ^ + ^y + -vy^ = ">

(a) ^.^ .X . xy . xy^- = b».

De (2), on déduit immédiatement :

X = b.

L'équation [i, peut alors s'écrire :

^o + y^ + ^ + Z/ + I = f

.

En posant :
- -\- y — z,
y

on a : A + !/- = -' — 2,

et l'équation ci-dessus de%'ient :

Z- + Z -1-^=0.

On tire de là : ;? = — ' ± w^ + ^ .

a 5
Ces valeurs seront réelles quand on aura r > — 7- Considérons d'abord

la valeur positive de j. On connaît la somme - et le produit i des

nombres y et - . Ces membres sont donc racines do l'équation :

qui, i-ésolue, donne :

Ces deux racines sont toujours positives, car leur produit i est positif,

et leur somme est la valeur positive de :;.

Pour que ces racines soient réelles, il faiil quf la quantité soumise au

radical soit positive ou nulle. On doit donc avoir :

I
,

I /")
,
a . /5 ,

a ^ :") « -^ -

Telle est la condition de possibilité qui se déduit de la valeur positive

de z et qui correspond aux deux valeurs positives de y ; mais, si l'on prend

la valeur négative de z, on aura pour z deux valeurs négatives, qui con-

viendront également lorsqu'on aura :

1,1 /5 , a .

> 1.
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Ainsi, lorsque r est compris entre i et T), il y a pour y deux valeurs

négatives acceptables, et, lorsque y est plus grand que f), il y a. eu outre,

deux valeurs positives.

Trouver un nombre de trois chiures sachant que le chiffre des unités

est égal au produit des deux autres; que le chiffre des ttnités est moyen
proportiofinel entre les deux autres ; que l'inverse du chiffre des cen-

taines est égal à Vinverse du chiffre des dizaines augmenté de deux fois

l'inverse du chiffre des unités.

Soient x, y, j, les chiffres qui désignent respectivement les unités, les

dizaines et les centaines.

Les trois équations du problème sont :

(ij X ^yz
(2) a?'- = xz

En multipliant membre à membre les deux premières équations, il

vient : ae?/- = xyz-.

En divisant par xy, on supprime la solution .^' = y = 0. dont il n'y a

pas à tenir compte ; il reste l'équation :

En remplaçant y par z- dans l'équation (i), on obtient :

X =: z"^.

Si l'on porte maintenant dans l'équation (;}) les valeurs obtenues ci-

dessus pour 2/ et a?, on a : - = --^ -(- —
,

ou, en multipliant par z'-'- et ordonnant,

^2 — ~ — 2 = 0.

On tire de là: j=-±t/y-l-2 = -±-
2 V 4 2 2

c'est-à-dire ; z' ^=1 1 z" =^ — i.

La valeur z' convient évidemment seule. On en déduit ^ == 4 et ir =: S.

Le nombre cherché est 248.

Le Directeur-gérant,

Georges MARIAUD,

»iI\T-AMANU (cher). IMPBI.MERIE SCIENTIFIQ'L'E ET lITTEBAinE, BLSSIÉRE FRÈRES.
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PREMIÈRE PARTIE
Questions proposées aux Candidats

I. — A I/ECOLE SPÉCIALE MILITAIKE S^-CYR

388. iVIatliénialiques. — On donne un rectangle ABCD
dont les cùtés sont AB = a, BC = b. On prend sur le côté DC la

longueur DE = - x, et, sur le prolongement du côté BG, la même
longueur CF = x. Déterminer x par la condition que le volume

engendré par le quadrilatère AEFB tournant autour de AB soit

égal au volume engendré par le rectangle ABCD tournant aussi

autour de AB. Condition de possibilité du problème, l'euton

interpréter les solutions négatives?

ÎÎS9. Kpure. — Un tétraèdre régulier a sa base sur le plan

horizontal. Ses côtés sont égaux à 12 centimètres. Le centre

de cette base est au centre de la feuille, et un côté AB de la base

est parallèle au petit axe de la feuille. On considère le cvlindre

ayant pour axe le côté SA situé à gauche du centre, et un ravon

de section droite égal à 6 centimètres.

On demande l'intersection de ce cylindre avec le tétraèdre.

On représentera le tétraèdre avec son entaille et on supposera

le cylindre enlevé.

On déterminera la tangente en un point de l'intersection.

300. Calcul Iri^ononiétrique. — Résoudre un triangle,

connaissant: S = 12 344'°>726 G = 23"32'48"2

et a -^- b — c =z i4i",28.

301. Questions posées îV l'oral. — Galculer les côtés

d'un triangle rectangle, connaissant le périmètre 2p et la sur-

face a^.

— Déterminer la quantité a de manière que l'une des racines

de l'équation oc- — .v -h a^ ::= soit le carré de l'autre.

— Construire un cercle passant par deux points donnés et tan-

gent à un cercle donné.

— Trouver les côtés d'un trapèze isocèle, connaissant la hau-

teur, le périmètre et la surface.

— Maximum et minimum de 3 sin x -^ 4 cos ./.

— Etudier les variations de la surface d'un Irapè/.e isocdo,

JOLUNAI. I)K MATH. KLKM. — IHIK). 7
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circonscrit à une circonférence donnée. Indiquer dans quel cas

cette surface sera mini ma.

— Démontrer que la relation °^ , = . ..
— est une

'

1 H- ig*.r 2 -h ig^%/-

identité.

— On donne le rayon de demi-cercle ACDB. Calculer le côté

CD du trapèze ACDB dans lequel la somme des bases est égale à

la somme des deux autres côtés.

— Inscrire dans un cercle un triangle isocèle, connaissant la

somme de la base et de la liauteur.

— Résoudre l'équation :

sin ce -h \/3 cos a; = i.

— Résoudre le système d'équations :

tg X + tg y = 1 tg (^ H- î/) = -^

.

— Trouver le maximum du produit x'-{a — bx), dans lequel

a et 6 représentent des nombres positifs.

— Résoudre le système :

2 cos a; cos .?/ = i tg œ -h ig y ^= 2.

Trouver toutes les valeurs de ce el de y satisfaisant à ces équa-

tions.

2^2 Sec I S— Entre quelles limites varie la fraction : —5
r.

>"?
^ 2CC- — o.r -i- 4

II. — A L'INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE

393. Malhéiiialiqiies. — Une personne a engagé sa for-

tune dans deux entreprises, dont l'une lui rapporte 6 °/o et

l'autre 12 % par an. Elle retire de la première un bénéfice infé-

rieur de 5 4oo fr. à celui que lui donne la seconde et calcule que,

si elle eut mis dans l'une de ces entreprises ce qu'elle a mis dans

l'autre et inversement, les deux lui eussent donné un même béné-

fice. Combien a-t-elle placé dans cbacune?

— Chasser les radicaux des dénominateurs de l'expression :

1 1

1 +\/2
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31)«t. Pli>8ic|iie. — L"ne pompe aspirante et foulante, de

capacité C, est reliée par lo tube d'aspiration à un réservoir de

volume A, coiilenatit un gaz sous pression H^,, et, i)ar le lube de

refoulement, à un réservoir de capacité B, contenant le même gaz

sous pression P^. Le piston est, an début, au bas de sa course, et

la machine ne possède pas d'espace nuisible. Calculer les pressions

successives H,, H^,... II„ ; Pj, P.^,... P„ dans ces deux récipients,

lorsqu'on fait fonctionner la pompe.

n9 I. Calcul lo;»:arifliiiiir|iic — Simplitier, puis calculer

à 0,00 1 près l'expression suivante :

- _ t/âfi -h ai)

sachant que ./ tt^ '.] —
-xs

>..

m. — AU BACGALAIJKÉAT
LETTRES -MATHÉMATIQUES

ÎÎ95. ^lalliéiiiatiques. (Obligatoire). — Etudier les va-

rialions de la fonction // = —,-
'-—'—

.

•' ./'- -+- oc — 1

(.-lu choie). — a) Volume de la zone sphérique.

h) Détermination du nombre -.

() Cas de similitude des triangles.

Ïi96. PlivsîqiK». \()hlï(jaUiive). — Un vase en laiton pesant

\>.o grammes contient un demi-litre d'eau, 95 grammes de glace

et un thermomètre à mercure. On y fait entrer de la vapeur

d'eau bouillante sous la pression de o'",76o et on arrête l'opéra-

tion quand le poids du vase et de son contenu a augmenté de

00 grammes. Le thermomètre indique alors la température de

36°, 8, Quelle est la chaleur de vaporisation de l'eau, sachant :

1'' que la chaleur spécifique du laiton est 0,1 ;
2° que la chaleur

de fusion de la glace est 79; 3° enfin que la masse du thermo-

mètre évaluée en eau est de 5 grammes.

(Au choix). — a) Définition et mesure du grossissement d'un

microscope composé.

b) Densité des gaz.

c) Détermination du nombre de vibrations d'un son.
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IV. — BACCALAURÉAT (LETTRES — SCIENCES)

39T. Mafhéiiialiqiies. (Oblujaloire). — Etudier la varia-

tion de la fonction ?/ = ^-r- ^^^ lorsque x varie de — « à
X- -^ X -^ i

^

-h oc .

{Au choio:). — a) Plus courte dislance de deux droites.

h) Sections planes du cylindre.

c) Volume engendré par un triangle tournant.

398. Physique. {Obligatoire). — Etant donné un aérostat

sphérique de 6 mètres de diamètre dont le taffetas pèse

200 grammes par mètre carré et dont la nacelle pèse en tout

10 kilogrammes, on demande : i° quel poids peut enlever ce

ballon en conservant une force ascensionnelle de 3 kilogrammes,

s'il est gonflé : (a) de gaz d'éclairage dont la densité est o,55 par

rapport à l'air, {b) de gaz hydrogène pur dont la densité est

0,069; 2° quel prix coûtera l'ascension par kilogramme avec

chacun des deux gaz? Le poids d'un litre d'air est i^'',3. Le prix

d'un mètre cube d'hydrogène pur est i^'^,2o. Le prix du mètre

cube de gaz est o'^'',25.

Au choie:). — a) Loi de Mariotte.

b) Condensateur électrique. Bouteille de Leyde.

c) Formation des foyers dans les miroirs sphériques convexes.

Discussion.

V. — AUX ÉCOLES D'AGRICULTURE

399. Arîtliniéliqiie. — Deux frères ont à se partager éga-

lement une succession composée d'un champ et d'une somme de

12600 francs. Le notaire fait deux lots : l'un comprend une

partie du champ pouvant être vendue comme emplacement à

bâtir et valant ^'',oo le mètre carré; l'autre comprend la somme
de 1 2 5oo francs, et le restant du champ, estimé à 2 3oofrancs l'hec-

tare, est d'une superlicie dix fois plus grande que le terrain propre

à bâtir. Les deux frères sont également partagea. On demande la

contenance de chacune des deux portions du champ.

400. Géoiuélrîe. — Dans un triangle ABC, on connaît

l'angle A, la somme -in des deux côtés qui comprennent cet angle
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et le rayon R du cercle circonscrit. Résoudre le triangle. Discuter.

Application : m = 9.v^3, A = 60", R =; 1.

-101. Calcul ]o^-al*illiiiii<|iie. — Calculer :

Vf. — AUX ÉCOLES DE COMMERCE

40!S. Aritliiiiélique. — Un capitaliste place sa fortune à

4 "/n ; deux ans après, il retire ^ du capital et laisse le reste porter

intérêt pendant sept mois; après ce temps, il retire encore le y du

capital qui restait alors placé et laisse le capital ainsi diminué

pendant treize mois. Le total des intérêts simples s'est élevé

depuis l'origine du placement à 24 376 francs. Quel était le ca-

pital primitif?

lOÎÎ. Cjiéoiuélrie. — lin quart de cercle AOB tourne autour

d'un diamètre X'X situé dans son plan et faisant avec le rayon OA
un angle i. Déterminer la valeur de i, de telle sorte que le rap-

port des volumes engendrés par le quart de cercle et le trapèze

AaB6 soit égal à un nombre donné K (a et h sont les projections

des points A et B sur X'X).

404. Alg'èbre. — Etant donné l'équation :

(4 -T- ni).j- — •'.( 1 + ?>m)x -4- 3(4 H- Zm) =
trouver entre quelles limites peut varier m pour que les racines

soient réelles, positives et inférieures au nombre 4-

405. Calcul lo;;-aritliiiiic|ue :

"
//'^A' w i,'i35o6

V V'
2- X (6,3256f

DEUXIEME PARTIE

QUESTIONS RESOLUES

Vérifier (jue si x, y, z so7it en progression arithmétique, x^ + xy + y-,

\- + xz + z-, y- -f yz + /:- sont aussi en progression arithmétique.

Itapitort des raisons.
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La différence euti'e la seconde et la première expression esL :

a:-: + s- — J-y — !/- — ^\^- — yi i- c^ — y- — u.\^ — //) + ^j — y) [; + y)

= ^ — y) > + y + ^)-

De même, la différence entre la Iroisièmc et la seconde est :

y- + y^ — J-- — ^t-c = ^{y — xj ~{- ij'^ — x- = z{y — z:

+ [y — X} \y + x) = [y — x) 'x ^ y 'V z):

Ces différences sont égales, puisque, par hypothèse, z — y =^ y — » '•

les expressions considérées forment donc une progression par différence

dont la racine est {2 — y) (x -\- y -\- z). La première progression ayant

s — y pour racine, le rapport des racines est x -{- y -^ :.

Résoudre l'équation :

log (7X — 9,^ + log ;:îx — 4)2 — 1.

Cette équation revient à :

2 log {-jX — 9) + U log Ix — 4J
=: 2,

log [-X — 9) 4- log (3^ — 4) =: I = log 10,

(7^ — 91 (3a7 — 4) = To, -y-ix- — nÔJ^ -|- 26 = o,

j- . , ., i3
d ou : X =2. .1' = - .

Résoudre l'équation :

,
.

,
. ., , X 3x

siu X 4- sin ax + sin ox :^ 4 cos - cos x cos —

.

2 2

Le premier memhre de l'équation peut s'écrire successivement :

X X
,

. 3X X X I . X . Tr?
2 Sin - cos + 2 sia — cos -, ou • cos -( siu - 4- mu22 22' 2 \ 2 ' 2

L'équation proposée revient donc à celle-ci :

/ . 3.-- \v\
1 cos ^ cos .'.-(sin ;^ cos — I ::= o,

qui se décompose en trois autres :

(1) cos ^ = O. d'où ^ = 2K-±-. X =^aK±: l'\T..
2 2 2 ^^ '

(2) cos X — o. d'oti .c --- -jK- ± -

.

2
••j\ . 3x 3a' . 3 <? r -
i,3) sin -- ^ cos -^, d'où f = K- +

J.
,c =^ ]K . , g.

Résoudre le systé)iie :

('i X + y = mz,

(2) X- + y2 = nz-,

(5; x-"* + y:i = a-i — 7.^.

Elevons l'équation i au carré, et rotranchous-en ,2 , il vient :

Cl) i-i-y :^ lu- — n ;\
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L'équation (S) peul s'écrire :

{x + s-- — ?>o;i/(.>; + y) = a- — 5-3,

ou, eu rouiplaçant .'• + >/ cl xij par les valeurs i~ et '

( •

iii^c • — ' ,n nt- — )i^;'' = n-'- — 2\ ou '!in(« — /«•' + a i-» = aa^.

On tire de là, eu laissant de côté les raeiucs cubiques imaginaires,

_ a y-j.

D'aprè^ les égalilés i) et ("4), ^" et y sont racines del'équation

X- — »t.jX -^ = <j.

2

qui, résolue, donne :

ou. en substituant à j sa valeur,

X f a \ 1 m d= v'an — m-)

y ^ 2 y'^mn — m3 -|- 2

Pour que les valeurs de m et «/ ne soient pas imaginaires, il faut que

l'on ait : m- -^^ an.

Trouver entre quelles limites doit être compris k pour que l'e.vpj-ession

x" — irs.' + 60—^^0—i—-• soit positive.

Pour que la fraction proposée soit positive, il faut et il suffit quelle ait

ses deux termes du même signe.

En mettant chaque trinôme sous la forme d'iui [jioduit de deux facteurs,

l'expression devient :

(X'^ — 5) (Jg- — 12'

x(x — 4 + v'") (a; — 4 — v^î^)

et revient h :

ix — v^ô) (a; + v'.'>) (g- — V12) {.V + \'i^)

x(.v — \ + \,'Ti) (.r — '1 — V'IT)

Supposons d'abord .*• positif. Le numérateur ilc l'expression aura alors

le signe du produit {j; — v'r)} (.r — v'ia),

c'est-à-dirr' fpril sera : pdsitif pour :r <; »/?) ou s'il,

négatif pour v'.'» < a* < \' i-i.

Le dénominateur sera :

positif pour a? < 4 — v^ii ou > 4 + v'ii,

négatif pour \ — \^7T < J? < 4 + ^'f*

Il est aisé de vdir i|ue l'ordre de grandeur croissante des quantités

ci-dessus est
|
— vu. \

">.
\ \->., \ r- \\\\ par cousé(|uenl. les valeurs posi-
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tives de x qui rendent l'expression posiliA'C sont comprises entre le?

limite? suivantes :

o < a? < 4 — v^il, v'.T < .57 < \'i-î-, 4 + v/Ti < 57 < 4- ce.

Lorsque x est négatif, le numérateur de la fraction a le signe du produit

r.r + \/5) {x + \/i2) ;

il est par suite :

positif pour a? < — 12 ou > — v''5, négatif pour— \l\i < a; < — v'5-

Le dénominateur, ayant ses trois facteurs négatifs, est toujours négatif.

Donc, dans le cas où x est négatif, l'expression donnée est positiA'e lorsque

— \l\i < a? < — \/5.

Partager un angle donné a, inférieur à 90°, en deux parties telles

que la somme de leurs tangentes soit minimum.
Soit x une des parties cliercliées. La quantité à rendre minima est :

2/ = tg a? + tg (a — x).

Elle peut s'écrire successivement :

sin X sin {a — x) sin x cos (a — xi + cos x sin (a — x)
^ cos X cos {a — x) cos x cos (a — x)

cos X cos [a — X) cos a + cos (a — 2.17)

Sin a étant constant, le minimum de y correspond au maximum de

cos a + cos (a — 2x),

ou simplement de
cos (a — 2a;).

Comme le maximum d'un cosinus est i, on a :

cos (a — nx) = I , d'où x = - .

2

La valeur du minimum est : y = 2 tg -.

Résoudre les équations :

tg X 4- tg y = a, X + y = b.

Le premier membre de la première équation peut s'écrire successivement

sin X sin y sin x cos y 4i^c^ x sin y sin (x + 1/)

cos X cos y cos x cos y cos x cos y

_ 3 sin
j
x + y)

cos {x -\- y) + cos {x — y)

Cette première équation revient donc à :

2 sin b ,, . , , 3 sin b , ,

^^^ z. , 7 r = a, d ou cos (x — y) = cos 0.
cos b + cos {x — y) ''^ fl.

Si a désigne le plu? petit arc correspondant à ce cosinus, on aura

l'équation : x — y = 2X7: ± a,
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f|iii, romliinêf avec :

ar + // = 6,

donnera les valeurs suivantps pour ^ et // :

. _ 6 , .. j_ a ^ A .. j^ a
'' ~~

2
'" ^ u' •' 2 ^" ~^

•}.'

Pour i-endre cos ^.v — >/ calculable par logarithme?, on peut poser

- = cotsc i. Il vient ainsi :

2 '

sin b cos 9 — cos è sin 9 sin (b — »)
cos (.r — ;/)

sin :, sm 'i

Le système proposé n'est possilile que si la valeur obtenue par

cos {x — y) est comprise entre — 1 et + i, ce qui exige que l'on ait :

^ 3 sin i , ^
I ^ -— cos b ^ — I.

a

La première inégalité peut s'écrire :

I + cos b > "- sin b. ou 2 cos- ' > ' sin - cos ",2 „.„ , „ „„,., b ^ 1 „._ h _, b

on enfin cotg ^ -.
^ 2 a

Ou verra, de même, que l.i seconde inégalité revient à :

Etant donnée une ellipse dont oi, connaii le gyand axe et la distance

foeale, on décrit avec le rayon r une circonférence qui lui est concen-

trique. Si M est l'un des points d' intersection des deu.v courbes, on

demande de calculer les rayons vecteurs MF et MF' de ce point. Condi-

tions de possibilité déduites des formules.

Soient la le grand axe et 2c la distance focale.

On a :

MF + MF' = 2a,

ou. en élevant au carré,

I yVê' + MF'' + 2MF . MF' ^ 4œ2.

Dans le trianj;le MFF', MO est \ine médiane; donc :

>. \\V' + MF'' = 2c^ + 2»-'.

lii-lrtincliant (2 de (1 , il vient :

2MF.MF' = ',«- — •^<''- — 3>'-.

Les rayons vecteurs MF et MF', dont on connaît ainsi la somme et le

produit, sont racines de Féquation :

X- — aX + ia- — c- — '/- = o.

Discussion. — l'our être acceptables, les racines de cette équallon doivi'ul

r-lre réelles e( coniprises entre a — r i'\ a -{- r.
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La roudition de réalité etd :

r- + ''- — «- > o, ou -/•- >» fl- — (•-'.

Ea substituant a + c el a — a h .<• ilans l'équation, on oLtient :

(a i c)'- — 2a(ci ± c) + '-*'^«' — ' — '"'r

ou
(c( ± c — a)^ + et- — c- — *'-,

ou simplement

Ce résultat doit être positif pour (]ue a — c el « -f c soient extérieurs

aux racines. Il faut dfuie {|ue l'on ;iit :

/•- < a'.

D'ailleurs, la demi-soniuu' des racines étant a. a — o est inférieur à la

plus petite et a + c est supérieur à la plus grande.

La résolution de l'équation donne :

\ = a. ± v'c^ -{- r- — a-,

valeurs qu'on peut prendre indifféremment pour MF et MF'.

X et y étant deux itoDihves à volonté, on calcule rleu.v autres nombre-'^'

x' et y' î)ar les formules :

x' ;= ax + t)y + c, y' ^^ a'x i- b'y + C.

On emploie ces deux derniers pour en former deux nouveaux x", y" à

l'aide des mêmes formules, et l'on demande de déterminer a', b', c', de

manière que, quels que soient les nombres prinnilifs x, y, le résultat de

l'opération soit de les reproduire, ou, qu'en d'autres termes, on ait

toujours x" = X, y" = y.

On vérifiera les valeurs obtenues.

On a, par définition :

x" ^^ ax -f- by' -\- c, >/" = a'x' -f b'y' -\- c .

En remplaçani dans ces égalités x' ,
y', x" et y" par leurs valeurs en

fonction de x el y, il vient :

x = a{ax + l>!/ + <-') + b(a'x -f b'y + c') -\- v,

y = a'(ax + by + c) {- b'(a,'x -\- b'y -\- c') -\- c',

ou, après réductions,

(«2 -f- 6a' — i)X + b(u + b')y -\- ac -^ bc -\- c =^ o,

ti'ia + b'\v. + W- -\- a'b — i )// + o'c + bv -\- c = o.

Pour que ces deux équations soient satisfaites quelles que soient les

valeurs de x el de //. il faut que les coefficients de x et y, ainsi que les

termes indépendants, soient nuls. En égalant à zéro les trois termes de la

première équation, on obtient :

,
g- — I ,

,
,

c{a + i)

6 '
'

b '

Ces valeurs vérifient d'ailleurs identiquement la seconde équation.
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Connaissant le volume ., -rza-' et la surface totale -h- d'un cône droit

sAli, déterminer le rayon de base 11 et la hauteur h. Conditions de

possibilllé du problème. Quelle relation faut-il supposer entre les

données a et h pour que le triangle SAI{, obtenu en coupant le cône par

un plan passant par l'axe soit èquilatcral.

Le vulume du cùne étant représenté par - îtR'/i et sa surface totale par

7:11 v''R- + h' -f f^'-. 'p^ éipiations du pioblome r-oni

(i) IWl .:^ «
',

(2) l! \ K-i -f 7*2 + R-' =: h-^.

L'équation (!) peut séoiire :

a) R \ R- + //; == b^ — \i\

ou, en élevant au carré et simplifiant,

R2/i2 ^b'y ^ ïbnv.

RemplaraiU h par sa valeur tirée de ( n, il vient :

"^, == h'' — ibnii,

ou

('[) -ib-W' — b-YV^ 4- «« = o.

Discussion. — Les valeurs de II-, tirées de cette équation, sont posi-

tives, car leur somme est positive, ainsi que leur produit -rg.

Pour que ces valeurs soient réelles, il faut que l'on ait :

b'^ — S/z-a'' ^ o, nu b*' l,-- ^a'', on enfin b- 5> aa-.

De plus, le premier niend)re de (3) étant positif, il faut que R- soit plus

petit que b-. En substituant b'-a-R- dans l'équation (4), on obtient :

>.A6 — /yG _|_ ^,11^ OU b'' + «.''.

(le résultat positif indique que b- est en dehors des racines.

Comme b- est supérieur î\ la demi-somme -j- des racines, ces racines sont

inférieures à //-. La seule eondition de possibilité est donc b- ^ na'-.

Les expressions de R et de h sont :

R _ . /b- ---k v'b>'^—8a>-
; _ «^ _ à(b-i J= y/d» — Sa.")

La condition énoncée s'exprime par :

h = R \':î, ou «•' ^ Ri \/3;

on déduit de là : Il ^ —^.

En portant cette valeur dans l'équation ( \), on a la relation cherchée :

-ib-a^ b'*a-
, ,.

nu mieux in-h'^ — b'' /!l ; a'' \'ç\ = o.
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Couper une sphère de rayon R par deux plans parallèles, de façon
que l'aire de la zone correspondante ait une valeur donnée {que l'on

rep\'êsentera par 2TrRb), et que le volume du segment sphèrîque compris

entre ces deux plans j^dralléles soit maximum.
Désignons par x et )j les distances des deux plans parallèles au centre

de la sphère.

On a l'équation :

2':tR(j[,' 4- // = 2xRi, ou X -\- y =z b.

Le volume du segment sphérique a pour expression :

Y =
l

T.h[(\V^ _ x^) + (R-^ - y-i)] + g -63,

Ce volume devient maximum en même temps que la quantité

:iR-2 — .r'^ — î/2.

qui peut s'écrire :

iW- — (.'• + Z/'" + 'ixy. ou aR- — ^- + ^xy.

Cette dernière expression est niaxima en même temps que x;/. Or, la

somme x -\- y est constamment égale à h. Donc le maximum a lieu lorsque

,. b
I on a : x =^ y -

,

- doit être plus petit que R. Autrement dit, l'aire donnée 2TtR6 doit être

plus petite que 4^R". fiii'c de la sphère.

Résoudre l'équation :

(i) \'a + X + v'b + X = m.

On trouve que Vinconnue x est donnée par une équation du premier

degré. La racine de cette équation satisfait-elle toujours à l'équation (i)?

L'équation peut s'éci-ire :

(2) v'a + X = )n — V 6 -|- x,

o\x, en élevant au carré,

a -\- X = m- — 2?u V A -{- X -j- b \- X,

j;j2 -L ^ (,

ou \ 6 4- .f = !

.

Elevant de nouveau au carré, il vieni :

j + ^. + (?!iî +_l^Ji):
: d'où X = <"^' + b-ay^- \b.n^

_

\rn- l\ni-

Pour que cette valeur de a; satisfasse à l'équation (i), il faut que les

équations (2) et (3), qui ont été élevées au cai'ré. aient leurs seconds

membres positifs. On doit ainsi avoir, pour réqualiou (2) ;

m > \'b + X, ou m > g—
,
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uu (/«'- clant positif),

im- > m- -j- /' — «.

ou onfiii

ni- > A — a.

De même, le second membre de (3) sera positif, si l'on a :

m- > a — h.

Lu racine Irouvt'-e ne satisfait donc à l'équation (i) qu'autant que l'on a :

m >> V' -- C^' — h).

Sur les cotes d'un angle droit xOy on mène deux droites antipara/-

léles de longueurs données : AR =: a, A'B' =r a'. On forme ainsi un qua-

drilatère inscriplibîe ABB'A. i" Démontrer la relation : /|R2 = a- + a'-,

R étant le rayon du cercle circonscrit au quadrilatère; 2" Déterminer

la position du quadrilatère, connaissant de phis la distance OC = h du

point au centre du cercle.

Soit le premier triangle rectangle Oyx, et si nous menons une antiparal-

lèle à la base, nous obtenons un second triangle rectangle Oy'.v ; abaissons

ilu point une perpendiculaire à la base a, OD, et traçons Om la médiane.

Dans un triangle rectangle la bauteur abaissée du sommet 0, sur l'iiyjio-

léiiuse est une symédiane, et la symédiane divise toutes les lignes antipa-

rallèles à la base en deux parties égales, donc, si nous désignons par m'

l'intersection de la symédiane avec la ligne antiparallMe à la base, Om'
sera médiane du triangle rectangle Oy'x', et la médiane du triangle 0//.r,

Om, sera la bauteur du triangle y'.v'O. Déterminons le rayon du cercle

circonscrit au quadrilatère y'yxx , pour cela menons des perpendiculaires

au milieu des bases in et m , et leui' intersection déterminera le centre du
cercle circonsci'it au quadrilatère y'yxx'. Soit C ce point; la ligne »iC sera

parallèle à la ligne 0»i', puisque Omi' est perpendiculaire à la ligne xy et

(If/i est aussi perj)endiculaire à la même ligne. La ligne mX, sera parallèle

à la ligne Om, comme perpendiculaires à la même ligne x'y' . La figure

Orti'Cm sera un parallélogramme, donc 0»h' = Cîh, et 7>!0 = C»»'. Mais

Owi est la médiane du triangle Ox'y', et est égale à la moitié de sa Jiase.

Cm = Om' =: — et Om est la médiane du triangle rectangle Oyx et égale

la moitié de sa base. Cm' =^ Om =r -. Du triangle rectangle .cuiC, le rayon

R^ = -;

—

\- nn.-, mais mi,- = -,- , ou II- =: , .

4 4 4

V.n cliassanl le dénominateur, nous avons la formule annoncée :

.',R2 — n-' + fl'^.

Connaissant Oc :^ b, mms pouvons calculer mm'. La médiane

1 / la , a'^\ mm -,



,0 a^ + a- — ib'
,

/a- + a- — 26-
nun - =

, ou m m = •
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OU, en élevant cette équation au cairé, uou< avon<

\
L'angle

i\ • f\ 1 ,., a'- ,
a- aa

myym =90 — ly et tnm - = -^ -j- . — 2 -^

crofi, en remplaçant inm' par sa valour, nous avons

a- + a'^ — la- — 20'- 4- 'Jj~ jua' ,, ,— -.
'- ^ _ = —^ pos niih)i ,

I I

tl'oi'i

,-. , 462 _ (a/i -j- a'-. . . ^b- — [a~ + «'-'>

cos ntiiiu = '—,~—- = sin 2»/; 2 sin y . cos u = '
^—;—

—

•200 ^ •' • "iaa

sin-y -\- {'os-y = i ; en ajoutant et retranchant, nous avons

cos y -t- SI n î/ = y ^' '- ' ^^^ H — *»" ^ = y
' 2 \ laa 1 V '^oi'Oi

+ a')^ - 4*^

1 a + a)^ — 4*2 I 7402 _ (oj _ a',-2
et sin 7/ = V / -— ^—.

V / ;
'-

2 \ -raa 2 \ naa

connaissant cos y et sin .y, nous pouvons calculer les côtés 0// et Oj:, de

môme nous pouvons calculer les côtés 0?/' et Oa;'. En relranchant de

Oa; — ^x\ nous avons le côté du quadrilatère xx' , et en retranchani de

O2/ — 0?/', nous avons le côté yij

.

N. Plakho"wo.

TROISIEME PARTIE

RIBLIOGRAPIITE

Géotnétrie cotée, par Lucien Ibauh, directeur de l'Ecole Maleslicrbes et

G. Mariaud, professeur à Sainte-Barbe.

Il ne nous appartient pas de faire l'éloge du livi-e de Géométrie cotée de

MM. Ibach et Mariaud. Tout ce que nous pouvons dire, c'est que toutes les

questions y sont traitées de la façon la plus complète. Pour chaque ques-

tion, les auteurs ne se contentent pas d'une solution : presque toutes com-
portent plusieurs solutions, qui y sont exposées et développées. Dans
chaque cas particulier, l'élève pourra choisir la plus rapide et la plus élé-

gante et s'habituer à faire ainsi sans difficulté et dans le temps voulu les

épures comprises dans les programmes des Ecoles.

Le traité est divisé en deux parties : le te.rte et \e? plonches. Cette der

nière partie comprend 23.') planches admiral)lement gravées et qui ne
peuvent que faciliter le travail du candidat. Rien n'a été négligé dans ce

but.
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Comme lo dit dans sa préface M. Klein, directeur de llnstilul cuniiiioi--

cial, qui a bien voulu présenter ce livre aux lecteurs : « Ce traité, bien

« étudié, bien conçu dans l'esprit des programmes, conlient tout ce qu'un

« candidat sérieux doit posséder; il rendra des services signalés aux jeunes

« gens... e( il se distingue tn-s uettement et très avantageusement de tous

« ceux qui ont été écrits avant lui. »

Opinions et Cutioxites touv/ionl lu Mathématique, d'après les ouvrages

français des xyi*", xyu*^^ el xvni" siècles, par Georges Mauims, licencié

es sciences mathématiques et physiques, i vol. in-8° carré de 200 pages,

avec figures, cartonné à l'anglaise. Prix : 5 francs (Georges Carré et

C. Naud, éditeurs. 3, rue Racine. Paris .

Quelles opinions avaient de l'utilité des mathématiques dans les siècles

précédents non seulement les savants, mais surtout les faiseurs de livres

et même les ignorants ? Quels avantages pensail-on en retirer pour l'édu-

cation ; quelle liaison singulière voulait-on établir entre la doctrine mathé-

matique et la religion 1 Voilà ce qui est traité dans ce volume. En donnant

des extraits curieux et piquants des auteurs qu'il cite, M. Maupin ne s'est

permis d'y ajouter que de brefs commentaires et de courtes notes biogra-

phiques, ne voulant rien ôter de leur caractère aux textes mentionnés.

Ajoutons que ce n'est pas là un ouvrage savant et que, dans ses parties

les plus saillantes, on s'est efforcé de le rendre intelligible à lous ceux qui

ont en mathématiques des coniuiissances moyennes. Ce livre a, par

ailleurs, un côté documentaire qui séduira les personnes qu'intéresse l'évo-

lution de l'esprit mathématique à travers les graves querelles d'écoles et

les discussions brûlantes des doguuitistes. — Les mathématiciens trouve-

ront un vif intérêt à cette excursion rétrospective dans le domaine de la

géométrie, et les curieux, que n'effrayent pas les soutenances imprévues,

prendront plaisir à l'intervention des mathématiques dans le dogme de la

Présence réelle. — D'anlre ]»art, le volume de M. Maupin, en tout décidé-

ment instructif, nous donne, en manière d'actualité, des aperçus oi'iginaux

sur ce que pensaient de l'utilité du latin dans renseignement les maîtres

d'autrefois. — Rien des idées que nous émettons aujourd'hui sur ce sujet

sont, à la vérité, celles d'iiioi' cl nous dr-vons au livre de M. Jlaupin la

satisfaction de l'approndriv

Le Juio-nal du Ciel, revu(; scientifique commuée i)ar r.Vcadéniie des

sciences (directeur : .loseph Vinot ^, lauréat de l'Inslilut;, cours de

Itniian, Paris, est un journal de vulgarisation des plus intéressants. Ses

n(>tif)ns populairi's d'astronomie pratiipu' sont à la portée de tous.

Par une ingénieuse combinaison, le Journal du Ciel prête à chacun de

SCS abonner vue Imietle grossissant cinciuîiiilc fois imi diamctn-.
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UEnseignement Mathématique, revue internationale paraissant tous les

deux mois. Directeurs ; C, A. Laisant, docteur es sciences, répétiteur à

l'Ecole Polytechnique et 11. Feiir, Privat-docent à l'Université de Genève,

professeur au Collège et îi l'Ecole professionnelle. — Editeurs : Carré et

Naud, 3, rue Racine.

Cette nouvelle revue se présente sous les auspices de deux hommes qui

occupent une haute situation dans le monde scientifique : M. Laisant, dont

on connaît les remarquahlestravaux scientifiques et M. Feh]-, qui est un

des savants les plus distingués de la Suisse.

C'est assez dire que cette revue offrira le plus grand intérêt à tous ceux

qui suivent le mouvement scienlifiquc.

Cette publication a un caractère francliement et hautement international

et le comité se compo-^e des jjlus éminents mathématiciens de toutes les

nations. Chaque numéro contiendra, en principe : i" des articles généraux;

2» des études pédagogiques ; 3° une chronique et des correspondajices ;

4° une partie ])ibliogra])hiquo. La philosophie scientifique y tiendra sa

place et les articles qu'elle inspirera ne manqueront pas d'offrir au lecteur

un attrait tout particulier.

On ne peut qu'applaudir à la fondation de cette œuvre nouvelle, au

commencement de ce .\'x« siècle, puisque ce siècle, comme le disent les

directeurs de la revue dans leur premier article : « Soit au point de A'ue

« de la science pure, soit à celui des applications manifestera des exigences

« auxquelles ))ersonne ne doit ni ne peut se dérober ».

La technique dea rayons X, manuel opératoire de la radiographie et de

la fluoroscopie à l'usage des médecins, chirurgiens et amateurs de pho-

tographie, par Alexandre Hébert, préparateur à la faculté de médecine

(Carré et ?saud, 3, rue Racine i.

Cet ouvrage correspond à une actualité qui intéresse tout le monde. Tous

les journaux scientifiques ont consacré do nombreux articles à cette ma-
gnifique découverte du D"" Rœntgen, et la presse quotidienne s'en est

emparée au point de vue des faits et des applications pratiques.

M, Hébert a su donner de la technique et de l'emploi des rayons X une

idée assez précise, pour permettre au lecteur non encore initié au mode
opératoire, de produire chez lui ces rayons et de les appliquer sans diffi-

culté à rinspection des parties profondes du corps humain.

n indique au lecteur la façon d'acheter le matériel nécessaire, de l'entre-

tenir en bon état et de s'en servir. S'il veut bien suivre le manuel opéra-

toire, d'ailleurs très simple, que décrit ce petit livre, il aura la surprise

d'obtenir, du premier coup et sans effort, des images d'un genre nouveau,

dont la beauté ne le cédera en rien à celle des radiographies qui ont été

publiées un peu partout.

Le Directeur-gérant,

Georges MARIAUD.
SA1J.T-A.MAND (cHliB). — IMPRIMKBIR SCIP.STIFIgl'E KT I.ITTERAIBE EISSIÈBF. FRERE».
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PREMIERE PARTIE
Questions proposées aux Candidats

I. — A L'ECOLE SPECLVLE MILITAIRE S^-CYR

406. ^latliéniatiques. — Partager un triangle équilatéral

ABC en deux parties de surfaces équivalentes par une sécante DF
faisant avec la base BC un angle a. Chercher la condition que

doit remplir l'angle a pour que les points D et F soient d'un

même côté de la base BC, Vérifier les formules dans le cas oîi

a = 3o°.

407. Epure. — Un tétraèdre SABC repose par sa base sur

le plan de côte 0. L'angle trièdre S est trirectangle, les côtés de

la base sont AB = 210 millimètres, BC = 192 millimètres et

AC :=^ i5o millimètres. AB est parallèle aux petits côtés de la

feuille.

Construire l'intersection de ce tétraèdre et de la sphère qui

passe par le point S et par les milieux des côtés du triangle ABC.

408. Calcul trîgonoinétrîque. — Résoudre un triangle

connaissant :

6 = 6942, c = 8249 et A = 3i''28'24'.

409. Questions posées à l'oral.— Calculer les rayons

des bases d'un tronc de cône dont on donne la hauteur h, sachant

que la surface latérale est égale à la somme des surfaces des

bases, et que le volume est six fois le volume de la sphère qui

aurait pour diamètre la hauteur h du tronc de cône.

— On considère un point D variable sur une tangente fixe

d'un cercle; du point D on mène la seconde tangente DC au

cercle; on joint OC, qui rencontre la parallèle OB menée par D
en un point M. Lieu de M quand D parcourt la tangente.

— Etant donnée l'équation : x^ -\- px -\- q = 0, déterminer/)

et q par la condition qu'entre les racines x et x\ on ait la rela-

tion : ûcf = ~„ ->r x".

.luLUNAl. I)E MATH. KLKM. — IN'.)'.). 8
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— Etant donné ces «, (rouver ces-,. Résoudre le problème
4

'

inverse.

— Résoudre l'équation : Va -+- \lx -\- \ a — \Jx = h.

— On considère un rectangle ABCD de côté a et h. On mène la

diagonale AC, on abaisse de D la perpendiculaire DM sur la dia-

gonale; par le point M on mène des parallèles MP et MQ aux

cotes du rectangle. Démontrer que rv-p = pj.

— Etant donné l'équation x- -\- px -{- q = o, déterminer q

de façon qu'une des racines soit le cube de l'autre.

Suivre les variations de la fonction v^= -^ 7-^ Construire
x^ — 4

la courbe.

— Transformer en une somme de radicaux simples l'expres-

sion :

v/a -I- 6 H- 2\/a&

.

— Démontrer que l'expression :

COS^X -h C0S-(l20" 4- x) + C0S-(l20° x)

est constante, quelle que soit la valeur donnée à x.

— Démontrer que, dans un triangle rectangle, on a :

cos (B — C) = 2-5^ et cos (B — C) = 2 sin B sin C.

— Soient une ellipse et un point P d'où l'on mène les tan-

gentes PM, PM'. Démontrer que la droite qui joint P au foyer F

est bissectrice de l'angle M'FM.

— On donne deux circonférences concentriques, un point A

sur la circonférence intérieure et le diamètre AB. On mèrfe une

corde AM et la perpendiculaire CAD à cette courbe. Déterminer

l'angle MAB = x, de manière que le triangle MCD ait une sur-

face donnée.

— On donne deux cercles égaux tangents extérieurement.

Soient OB et OB' deux rayons également inclinés sur 00', tels

que BOO' = OO'B. Etudier les variations de la surface du trapèze

OO'B'B, quand on fait varier l'angle BOB'. Entre quelles limites

doit varier cet angle ?



JOL'RNAr> r)K MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 115

— On a entre les angles d'un triangle la relation :

sin A „
—.

ri = 2 COS L.
sin B

Montrer que ce triangle est isocèle.

— On donne un triangle ABC. Trouver le lieu des points M tels

que l'on ait : llÂ' = AIB' -t- ^Tc'.

— Si on a la relation sin — cos" - = sin - cos^ — entre les
2 ' 2 2 2

angles d'un triangle, démontrer que ce triangle est isocèle.

II. — A L'INSTITUT xXATlONAL AGRONOMIQUE

110, .\latliéiiiiitiqiie$!>. — Une société de secours mutuels

comprend 45o membres : i° des membres participants (hommeis,

femmes et enfants); 2" des membres honoraires. Les uns et les

autres versent une cotisation fixe. La cotisation des hommes égale

h celle des femmes est le double de celle des enfants et les ^ de
5

celle des membres honoraires. D'autre part, le nombre de ces der-

2 .

niers est les - de celui des membres participants, et le nombre
7

des enfants y de celui des hommes et des femmes réunis. Enlin
4

la cotisation d'un membre honoraire est de i5 francs. Quel est le

montant des recettes annuelles de la société?

1 1 I. Plijsîqiie. — Un tube de verre très résistant est effilé

à l'une de ses extrémités. On y introduit de l'éther que l'on fait

bouillir de manière à chasser l'air complètement; puis on ferme

le tube à la lampe. Le poids d'éther contenu à ce moment dans le

Inbeestde 10 grammes. On porte l'appareil à la température de

3()o". On demande quelle sera en atmosphères la pression déve-

loppée à l'intérieur du tube.

On sait que la cajjacité du tube à 3oo° est exactement de

100 centimètres cubes, que la densité de la vapeur d'éther est

2,58(j ; enfin que l'éther est entièrement volatilisé dans le tube à la

température de Goo".
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-I J3. Calcul logaritliuiique. — Calculer à 0,0001 près

4'
l'expression

'''h
i\

III. — AU BACCALAURÉAT
LETTRES -MATHÉMATIQUES

413. Malhéiuaflques. {Ohligatoirè). — Peut-on déter-

miner a de façon que la fonction ^^

—

— ait pour maximum
X -^ a ^

ou pour minimum la valeur a.

Au choix). — a) Exposer la méthode des isopérimètres pour le

calcul du nombre ti.

h) Volume du segment sphérique. Démonstration.

c) Volume d'un triangle tournant.

414. Physique. {Ohligatoirè). — Un vase en laiton, pesant

375 grammes, contient 900 grammes de neige à — 18°. On y fait

arriver un jet de vapeur d'eau bouillante à 100° jusqu'à ce que

toute la neige se soit transformée en eau à 0". Quel est le poids

de la vapeur d'eau qu'il faut employer pour cela? Quel volume

occuperait cette vapeur sous la pression de 800 millimètres?

{Au choix). — a) Lunette de Galilée.

h) Enoncer les lois relatives à l'action des contacts sur les cou-

rants.

c) Décrire la pile de Volta et les principaux types des piles à un

et à deux liquides.

IV. — BACCALAURÉAT (LETTRES — SCIENCES)

415. Ilalhénia tiques. (Obligatoire). — Résoudre le

système d'équations

xy == a[x H- y) x- H- y- = h'^

où a et 6 sont des quantités données toutes deux différenfea de 0,
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A quelles conditions doivent satisfaire a et h pour que toutes les

solutions soient réelles?

(.-1?^ clioi.v). — a) Sections planes du cône.

h) Volume de la sphère.

c) Cas de similitude des triangles.

41(5. Vh'iSXixiiQ, {Obligatoire). — On a disposé deux len-

tilles a 3o centimètres l'une de l'autre, de manière que leurs

axes coïncident. La première est convergente et a une distance

focale de 3o centimètres ; la deuxième est divergente et sa dis-

tance focale est de i3 centimètres.

Un disque circulaire lumineux est placé perpendiculairement à

l'axe, à 60 centimètres de la lentille convergente. Décrire la

marche des rayons lumineux ; calculer le rapport des grandeurs

de l'image et de l'objet.

Axi choir). — a) Théorie du siphon.

h) De l'influence électrique.

c) Détermination de la chaleur spécifique des corps.

V. — AUX ÉCOLES D'AGRICULTURK

417. Arithiiiétique. — Un marchand a acheté une cer-

taine quantité de froment. Il en a vendu . à 10 "/^ de bénéfice;

^ à 20 "/q de bénéfice; v à i5 "/^ de perte. 11 perd en tout 3oo fr.

Quel était le prix d'achat?

418. Ciiéoiiiclric. — In quadrilatère circonscrit à une cir-

conférence de rayon donnée, a deux angles opposés droits. On
connaît sa surface, et on demande les longueurs de ses côtés et

ses angles. Discuter le problème.

419. Calcul logarilliiuique. — Calculer :
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Vf. — AUX ECOLES DE COMMERCE

4*20. Arîthniétiqiie. — Un confiseur achète i5o kilo-

grammes de fruits qu'il paie o^'",34 le kilogramme. Le déchet est

de 12 %. Avant la cuisson, il ajoute à la partie restante la moitié

de son poids de sucre. L'évaporation réduit le mélange de deux

tiers. Le sucre ayant coûté io8^',5o le quintal, on demande à

combien revient le kilogramme de marchandise.

4SI. Géométrie. — Etant donnés quatre points en ligne

droite A, B, C, D, on mène par un point P quelconque du plan

les circonférences PAB et PCD qui se coupent en général en un

point P'. Démontrer que la droite PP' passe par un point fixe,

quel que soit le point P choisi.

4!3!2. Algèbre. — Sachant que Ton a :

0) -i- y -ï- z = a x^ -\- y^ -i- z- = b^ x^ -+- if -^ z'^ =. c',

on demande de calculer le produit œyz.

123. Calcul logarîtliiîiique. — Calculer :

7 //"îY ^ 2,3267
X

y " \/(a.48.7)' X .^g

DEUXIÈME PARTIE

I. Solution aux questions proposées

On plonge dans un vase, qui contient 10 litres d'eau à 100", un bloc de

glace du poids de 3 kilog. Après avoir attendu que la température soit

devenue stationnaire, onplonge de nouveau dans le vase iin bloc de glace

qui provoque un nouvel abaissement de température de 10". On demande
quel était le poids de ce dernier bloc de glace. On ne tient contjHe ni de

la. chaleur absorbée i^ar le vase, ni de celle qui a pu être perdue.

La densité de l'eau à 100» était 0,9586, le j^oids de 10 litres d'eau à cette

température sera de 9's586, ou de 9 586 grammes.

Soit 6 la température de l'eau lorsque le premier bloc de glace est foudu.

L'eau aura perdu une quantité de chaleur égale à :

9 586 (100 — 6) calories.
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De leur côté, les 3 kilog. de glace ont absorbé ponr fondre 3 ooo x 8o ca-

lories. D'aulre part, les 3ooo grammes d'eau provenant de la fusion ont

absorbé ensuite, pour s'élever de o" à 0", une (|uan(ilé de clialeur égale

il 3 000 X calories.

Egalant la chaleur perdue à la somme des chaleurs absorbées, nous

avons :

i| rnSf) ("loo — 6) r= 3 ooo X tio -f 3 ooo X 6

d'où

a ç)58 6oo — 24o ooo _ 718 'Joo .

9 586 -f- ÏTcoô" — ITWi ~ ''''''''

Le vase contient alors la^^joSG d'eau u î^-^o.

Si, en introduisant un bloc de glace dans le récipient, on détermine un
al)aissement de température de 10°, la quantité de chaleur perdue par les

i2'^,.')86 d'eau sera égale à m ") SGo calories.

Le bloc de glace a, d'autre part, absorlié, pour fondre et pour s'élever

ensuite à la température de 470, une quantité de chaleur égale à :

P X 80 + P X 47 calories.

Km égalant la (juanlité de chaleur perdue aux {|uantités de eiialcur absor-

bées, il vient :

12 :")8»Jo == P X (80 -f ',7) = P X 137,

d'où

r, 12 5860
P == = qqi grammes.

127 ^-^ °

Le poids du dernier bloc de glace était donc de 0*^,991.

René Armand
de Chaleaubourg lUe-et-Vilaine .

II. Questions »liverses avec* soliifioiis

On riinsidrfr le trinôme x'-' — (8a — 2)\ + i,"ia- — ix — -.

On demoAide :

i" D'indiqué)' comment il faut choisir x pour que le trinôme soit po'

sitif pour toutes les valeurs de x;

2» De choisir a de telle sorte que, dans l'équation obtenue en égalant

Ir trinôme à zéro, la somme des carrés des racines soit égale à i!\.

Pour que le trinôme soit positif pour toutes les valeurs de :r. il faut

qu'il puisse se décomposer en une somme de deux carrés, ou encore qu'il

soit un carré parfait. Pour cela, il faut que la quantité placée sous le radi-

eal soit négative ou nulle.

On aura

'\^ — 1)- — lôa'- i- ia -i- 7 -^ o,

ee (|ui donne :

i- — 6a -f 8 -< o ou a — t) '.a — 4) <" o.

Tant que x sera compris entre — 7: ei :>. ou entre '^ et -f- y., le trinôme
donné sera positif, quel que soit ,r.
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Si la somme des carrés des racines est égale à 24, on a : x'- -\- x"'^ = 24

ou
(x' + ^")- — 2x'x" = 24 ;

mais

x'x" ^8* — 2 x'x" ^= i5a"- — aa — 7.

Donc :

(8a — 3)2 — 3oa2 -(- 4» + i4 = ^4 ou 1732 — i4a — 3 = 0.

3
Les racines de cette équation étant i et ,

17

ces deux nombres satisfont à la condition exigée.

Résoudre un triangle, connaissant un côté a, l'angle opposé A et la

longueur de la bissectrice, issue du sommet de l'angle A menée à l'inté-

rieur du triangle et terminée au côté a.

Soit l la bissectrice AI donnée et 6 et c les côtés AC et AB qu'il faut

trouver.

Dans le triangle ABI, on a ;

sm B = —ïîî— , et, dans ABC, sm B = .

BI ' a

l in-
.r^, . 1 h sin A . . . .A A„, „. ac
D ou —pï— = > <ît! comme sin A = 2 sin-cos- et BI = . -.

il vient :

(0 l(h + c) = ibc cos -.

Dans le triangle ABC, ou a encore : a^ = h'^ + c- — ihc cos A

ou

(2) h 4- f" 2 — '^hs cos^ — = a-.

Pour résoudre ces deux équations, je pose :

b -\- c =^ X et bc ^= y.

11 vient :

(3) Ix — 2y cos -

,

(4)
A-- — 4y COS-' '- == a2.

Ix
De (3), je tire y = —-—r que je porte dans (4), ce qui donne :

A
2 cos -

4 ta? cos2 -
^'-^ Â^

2 cos --

ou
A

(5) X- — -ilx cos - — a- = 0.
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Cette équation a ses deux racines rt-ellcs et de signes coutiairos. ilejetanl

la racine négative, je trouve :

(6)
.' = « cos - + y/ r-cos- - + a^.

l-cos - + / \//2cos- - + a-

et, pour y. la valeur y =: ^ .

2 cos
"

2

Les deux quantités 6 et c seront les racines de l'équation du second degré,

z- — xz -{- y ^ 0, qui donne \ = ^^

,

substituant à la place de a; et y leurs valeurs données plus haut, on trouve

6 et c et par suite langle B au moven de la formule sin B = —^^

—

-

.

Calculer l'angle A d'un triangle connaissant les côtes h et cet sachant

que la surface est égale à m fois celle du cercle décrit sur le troisième

côté comme diamètre. Entre quelles limites peut varier le nombre po-

sitif m ?

On a : a- =^ b- -\- c- — ibc cos A,

S = m~M- , a I i • i—
-,— et S = - bc sin A.
4 2

,., , .,
4S , sin A

I) ou a- = -— = 26c .

r.m r.m

Il • 26c siu A ... , .1 7 4Par smle = è- + <;- — 20c cos A,

ou ibc sin A = ~m(b- -\- c-) — -ibc.r.m, cos A,

ou. eu cxiiriniunt les sinus et les cosinus en fonction de la tangente.

'.bv tg A =; -m[b- + c-)\'i + tg-A — ihcr.m,

ou

ibc tg A -f -x-mbr =; -m h- -\- c2)\'i -\- tg-A.

On élève les deux membres au carré, et on a :

!\b-c- tg"-A -p 86-C-Z//1 Ig A + '^r.-m-b-c- — ~hn'\b- -f c-;-[\ + tg^A)

ou

[4ô2c- — r:2m2(6- + c-')2] tg^A -f 8è-'c2z»i tg A — '^-'im-[b^-c'^)-^ = o.

La condition de réalité des racines est :

i(ib'*c'*~-m'' + r.-m-b- — c-j-\j\b'-c'- — r.-niHb- -f c--~]^ > o,

ou

o ^ !ib^c\b- + c2)2

:T2,i2 _^ C-î)2(*-i — C2)2'

ou enfin m- < -5-,-., :,-.,

, ^ ibc
et m < —,, ,- - .,,

.
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Les cotes d'un triangle ont pour mesures respectives trois nombres

entiers en progression arithmétique . Si l'on ajoute oo à la mesure de

chaque cité, le rayon du cercle inscrit augmente de 17, et, sil'on ajoute

tio à chaque côté, le même rayon augmente de 20. Calculer les côtés de

ce triangle.

On a

^,j^_^-— h) [p — c)

Soit m la raison et h le terme moyen.

Un aura a = b — m,

c ^ b -{- m.

?>b h , , h b
P = —

. p — a = --{- m. p — b =z ^. p ^ ,: =
^

Par suite

/b- — Am-
' '• = V—FF- •

Si b augmente de 5o, m ne change pas et r augmente de 17.

D'où

on a de même :

_ /\b + 6o)2 — 47>i-'

(3) »• + 20 = y/*-

Elevanl ces équations au carré, et les retranclianl deux h deux, on

trouve :

,,. ., , , o 2 300 + loob
i4) -il'- + '^89 = ^ ,

, , , o 600 + 1:20b
(1) jor + lOO := .

12

ou encore :

(6) -iôb — 102»' = 242,

(:) b — ^r = 10,

équations qui donnent è = 26, / := 4-

L'équation i) donne i2r- = b- — 4'"'^

et

4

ou, après substitution, m = 11.

Les autres côtés sont :

a = b — )ii= 26 — II = i5,

c ^^ h !- m =: 26 + II = 37.
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Kliniinc)' x, y, z, entre les quatre équations :

m cos X + n sin x = i,

m cos y + n sin y = I,

cos X sin X
cos z sin z

cos y . sin y
cos z sin z ~ '*

En ajoutant et en retranchant, membre à membre, les deux premières

équations, nn a :

X —
cos -^{in cos —^•- + n sin —^—^

)
— ^'

° 2 m
De même en ajoutant et retranchant les deux dernières équations données,

ou obtient :

/ X •\- y . X -\- y\
I cos ——^ sin —!—^ \

X — Vf 2 , 2 )
cos — ^\ — = / =: — I,

2 \ COS Z sin x: J

Cotg C^ = tg !—^ = — .° 2 ?»

!Si maintenant un élimine cos ' entre la première et la tioisième

«It'S équations précédoutes, il vient :

,» = ~i- := - (-^ + A Ig -^l^-ii =. _ /.J- + „) »
.

COS J \sin J / 2 \sin j '^ ]m
Doii l'un iléduil :

I

cos J '1)1 sin
7/( 4- ^ A ,

' -1»! 01T1 * ' 111 '

On a aussi :

I tg j m
cos z sin -;^ n sin z

'

Alors, des deux dernières équations, on tire :

sin ^^ =:
n '

cos c- = -.
m

et on arrive à la relation demandée.

~ + A, = 1. (Desboves^.
in- n-

Rcsoudre le système suivant :

(i) X + y + z = a.

(a) sin X -|- sin y + sin z — sin b,

Ç\) cos X + L'OS y + cos z — cos h.
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Désignous par u une quaulité qui ail puur valeurs siu x, sin y, sin -.

et posons : sin x sin y + sin oc sin z 4- sin y sin s^ := p,

sin X sin y sin z z= q\

la question se trouve ainsi ramenée à calculer p et 7. puis à résoudre

l'é([uation :

M ' — sin b X u- -{- pu — g = o.

Calculons d'abord les trois quantités :

sin 2.x + sin ly + sin 2j,

cos 2x -\- cos 2y 4- cos 2-,

sin- a; + sin^y + sin-xr.

En multipliant, membre à membre, les équations (2) et (3) et en tenant

compte de l'équation (i), on a :

sin 2^' + sin 2y + sin 2z + 2(^sm{a—x) + sin (a — 3/) + sin (a— .•))==sin2/A

ou
'5) sin 2X + sin 2y -j- sin 2j = sin 2b — 2 sin (a — b<.

Elevons maintenant au carré les deux membres des équations (2) cl (S

et retranchons-les par ordre. Nous aurons :

cos2.r-f cosay -f cos^c +2[cos (a— x) + cos (a— y) + cos (a— ;)\ = cos2('>.

ou

(6) cos 2X + cos 2î/ + cos 20- — I — 2 sin'-i!' — 2 cos {a — b).

Si ensuite on remplace, dans Téquatiou précédente, cos 2X, cos 2y,

cos 2z par leurs valeurs en iouction du sinus de l'arc simple, on a :

(-) sin-a? + sin'-y + sin-c :== 2 cos^ \- sin-6.

Il est maintenant facile de calculer p et ^, on a :

2^ =3 2 (sin .r sin y + sin a; sin j + sin y sin c^)= sin-6— (sin'a-' -j-sin-y -j- sin--r),

et en remplaçant la deuxième parenthèse par la valeur que donne l'équation

(7), on obtient ; jp = — cos- —-— .

On a ensuite, d'après la formule (i) :

l\q = sin (y + ^- — ir) -f sin (x -\- z — y)-\- sin ^x + y— -j— siu [x -\- y ^ ^).

= sin (a — 2x) + sin (a — ay) + siu {a — 2z) + sin a,

— sin a(cos 2X + cos 2y + cos 2^)— cos a(sin 2X -f sin 2y + sin

2

j)— sin a .

Remplaçant maintenant, dans le dernier membre, les deux quantités

entre parenthèses par les valeurs qui donnent les équations (5) et (6), on a :

, „ a — b
a = — sin b cos- .
^ 2

L'équation à résoudre est due :

,,0. — b . , ^ a — b
t^3 _ sin è X M- — cos- —-— X M i- sin 6 co^ —-— = 0,

ou

ou

u\tc — sin b) — cos- —-— (u — sin b)
2

• rx / o „ a — b\
{u — sin b) I «2 — cos- —-—

I = o.
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Les valeur? de sin x. sin y, sin j, sont donc les suivantes :

et .V, y, z sont données par les formules :

X = mz + (— l'yb,

, , ,/Tt a — b\
1/ = mit + (— i)'" ^- —j.

Mais, on voit facilement que la somme a- + y + - ne peut être égale à

a que si l'on donne à *;(, m" des valeurs paires u», an" et à »»' une valeur

impaire au' + i.

Un a alors : x = inr. + b,

y = (4n + - + ^"Y^'

•a, pourvu que 77, «', ?/' soient des nombres entiers, positifs ou négatifs,

dont la somme soit nulle, les formules précédentes, comme on le vérifiera

aisément, satisferont aux trois équations du problème.

TROISIÈME PARTIE

BIBLIOGRAPHIE

Problèmes de fjèométrie élémentaire, groupés d'après les méthodes à

employer pour leur résolution, par Yvan Alexandroff, professeur de ma-

thématiques au lycée de Tambow (Russie), traduit du russe, sur la sixième

édition, par D. Aitoff. (Librairie scientifique, A. Hermann, 8, rue de la

Sorbonne).

Cet ouvrage, très intéressant, a ceci de particulier qu'il classe les pro-

blèmes d'après les méthodes û employer pour leur résolution.

M. Alexandroff sallarhc surtout aux méthodes suivantes : lieux géomé-

triques, similitude, constructions inverses, symétrie, translation, rotation,

inversion, application de l'algèbre à la géométrie. En tête de chaque cha-

pitre est un exposé de la méthode à employer, suivi d'un nombre considé-

rable de problèmes types, avec une solution complète pour chacun d'eux.

Puis, viennent les exercices pouvant être facilement résolus, si l'on s'est

i)ien assimilé la marche suivie dans les problèmes résolus.

Celle chissificalion offre les plus grands avantages et donne les meilleurs

résultats.
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Le livre de M. Alexandrotl' comble une véritable lacune et nous ne dou-

tons pas qu'il ait le même succès en France qu'en Russie, où il a atteint

en peu de temps sa sixième édition.

Notions complémentaires sur les courbes usuelles, par P. Rarbarin, pro-

fesseur de matbématiques élémentaires au lycée de Bordeaux (Librairie

Mony et C'^, 33, boulevard Saint-Germain).

Cet opuscule a été rédigé tout spécialement pour les élèves de la classe

supérieure de Mathématiques élémentaires.

Peu de traités de ce genre présentent la même clarté et le même intérêt.

Les questions y sont traitées par des méthodes toujours simples, et les

candidats ne pourront que tirer le plus grand profit de la lecture de celte

brochure.

Sur les transformées des radicaux doubles réels ou imaginaires, par

Léon MoREAu, docteur en sciences physiques et mathématiques (Bruxelles,

Charles Rozez, 8i, rue de la Madeleine. — Paris, Giard et Brière, éditeurs,

i6, rue Soufflot).

Cette brochure commence par un exposé très net de >a théorie des noni-

hres complexes.

Les divers cas de transformation des radicaux y sont ensiiite traités

d'une façon très ingénieuse, en partie nouvelle, et où notamment se trouve

établie clairement la discussion relative à la fixation des signes.

Ce petit ouvrage se recommande par lui même à tous ceux qu'intéressent

les mathématiques, professeurs et candidats.

Géométrie cotée, par Lucien Ibach, directeur de l'Ecole Malesherbes et

G. M.vRiAUD, professeur à Sainte-Barbe.

Il ne nous appartient pas de faire l'éloge du livre de Géométrie cotée de

MM. Ibach et Mariaud. Tout ce que nous pouvons dire, c'est que toutes les

questions y sont traitées de la façon la plus complète. Pour chaque ques-

tion, les auteurs ne se contentent pas d'une solution : presque toutes com-

portent plusieurs solutions, qui y sont exposées et développées. Dans
chaque cas particulier, l'élève pourra choisir la plus rapide et la plus élé-

gante et s'habituer à faire ainsi sans difficulté et dans le temps a^ouIu les

épures comprises dans les programmes des Ecoles.

Le traité est divisé en deux parties : le texte et \&?, planches, ("elle der

nière partie comprend 235 planches admirablement gravées et qui ne

peuvent que faciliter le travail du candidat. Rien n'a été négligé dans ce

but. r

Comme le dit dans sa préface M. Klein, directeur de l'Institut commer-
cial, qui a bien voulu présenter ce livre aux lecteurs : « Ce traité, bien

« étudié, liien conçu dans l'esprit des programmes, contient tout ce qu'un
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« candidat sérieux doit posséder ; il rendra des services signalés aux jeune?

« gens... et il se distingue 1res nettement ol très avantageusement de tous

« ceux qui ont été écrits avant lui. »

Opinions et Curiosités touchant la Mathèntatique, d'après les ouvrages

français des xvi'', wu^ et xvni<= siècles, par Georges Malpin, licencié

es sciences mathématiques et physiques, i vol. in-S" carré de 300 pages,

avec figures, cartonné à l'anglaise. Prix : 5 francs (Georges Carré et

C. Nand, éditeurs, 3, rue Racine, Paris).

Quelles opinions avaient de l'utilité des malhémaliques dans les sièck-s

précédents non sculoinent les savants, mais surtout les faiseurs de livres

et même les ignorants .- Quels avantages ponsail-on en retirer pour l'édu-

cation
;
quelle liaison singulière Aoulait-on établir entre la doctrine mathé-

matique et la religion? Voilà ce qui est traité dans ce volume. En donnant
des extraits curieux et piquants des auteurs qu'il cite, M. Maupin ne s'est

permis d'y ajouter que de brefs commentaires et de courtes notes biogra-

phiques, ne voulant rien ôter de leur caractère aux textes mentionnés.

Ajoutons que ce n'est pas là un ouvrage savant et que, dans ses parties

les plus saillantes, on s'est efforcé de le rendre intelligible à tous ceux qui

ont en mathématiques des connaissances moyennes. Ce livre a, par

ailleurs, un côté documentaire qui séduira les personnes qu'intéresse l'évo-

lution de l'esprit matliémati([uc à travers les graves querelles d'écoles et

les discussions brûlantes des dogmatistes. — Les mathématiciens trouve-

ront un vif intérêt à cette excursion rétrospective <lans le domaine de la

géométrie, et les curieux, que n'effrayent i)as les soutenances imprévues,

prendront plaisir à l'intervention des mathématiques dans le dogme de la

Présence réelle. — D'autre part, le volume de M. Maupin, en tout décidé-

ment instru(;tif, nous donne, en manière d'actualité, des aperçus originaux

sur ce que pensaient de l'utilité du latin dans l'enseignement les maîtres

d'autrefois. — Rien des idées que nous émettons aujourd'hui sur ce sujet

sont, à la vérité, celles d'hier et nous devons au livre de M. Maupin la

satisfaction «le l'apprendre.

F..e Journal du Ciel, revue scientifique commuée par l'Académie des

sciences (directeur : .loseidi Visot ^, lauréat de l'Institut), cours de

Rohan, Paris, est un journal de vulgarisation des plus intéressants. Ses

notions populaires d'astronomie pratique sont à la portée de tous.

Par une ingénieuse combinaison, le Jouvnul du Ciel prèle à cliaciin île

ses abonnés une lunette grossissant cinquante fois en diamètre.

L'Enseignement Mat/ienialif/tie, revue iidernationale paraissant tous le-;

tleux mois. Directeurs ; C. \. L\isa>t, docteur es seiences. répélile\if à

l'Ecole Polytechnique et II. Ftiiu, Privat-doeent à 1 Tniversilé de Genève,
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professeur au Collège et à l'Ecole professionnelle. — Editeurs : Carré et

Naud, 3, rue Racine.

Cette nouvelle revue se présente sous les auspices de deux hommes qui

occupent une haute situation dans le monde scientifique : M. Laisant, dont

on connaît les remarquables travaux scientifiques et M. Fchr, qui est un

des savants les plus distingués de la Suisse.

C'est assez dire que cette revue offrira le plus grand intérêt à tous ceux

qui suivent le mouvement scientifique.

Cette publication a un caractère franchement et hautement international

et le comité se compose des plus éminents mathématiciens de toutes les

nations. Chaque numéro contiendra, en principe : i" des articles généraux;

2" des études pédagogiques; 3" une chronique et des correspondances;

4° une partie bibliographique. La philosophie scientifique y tiendra sa

place et les articles qu'elle inspirera ne manqueront pas d'offrir au lecteur

un attrait tout particulier.

On ne peut qu'applaudir à la fondation de cette œuvre nouvelle, au

commencement de ce xx*' siècle, puisque ce siècle, comme le disent les

directeurs de la revue dans leur premier article : « Soit au point de vue

« de la science pure, soit à celui des applications manifestera des exigences

« auxquelles personne ne doit ni ne peut se dérober ».

La technique des rayons X, manuel opératoire de la radiographie et de

la lluoroscopie à l'usage des médecins, chirurgiens et amateurs de pho-

tographie, par Alexandre Hébert, préparateur à la faculté de médecine

(Carré et Naud, 3, rue Racine).

Cet ouvi-age correspond à une actualité qui intéresse tout le monde. Tous

les journaux scientifiques ont consacré de nombreux articles à cette ma-

gnifique découverte du D"" Rœntgen, et la presse quotidienne s'en est

emparée au point de vue des faits et des applications pratiques.

M. Hébert a su donner de la technique et de l'emploi des rayons X une

idée assez précise, pour permettre au lecteur non encore initié au mode

opératoire, de produire chez lui ces rayons et de les appliquer sans diffi-

culté à l'inspection des parties profondes du corps humain.

11 indique au lecteur la façon d'acheter le matériel nécessaire, de l'entre-

tenir en bon état et de s'en servir. S'il veut bien suivre le manuel opéra-

toire, d'ailleurs très simple, que décrit ce petit livre, il aura la surprise

d'obtenir, du premier coup et sans effort, des images d'un genre nouveau,

dont la beauté ne le cédera en rien à celle des radiographies qui ont été

publiées un peu partout.

Le Directeur-gérant,

Georges MARIAUD.

SAIXT-AMAKD (cHEr). — IMPBIiMERIE SCIENTIKKJIE ET LITIÉBAIBE BUS3IÈRE FRÈRES.
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PREMIÈRE PARTIE
Questions jïroposees aux Cauclidafs

I. — A L^EGOLE SPÉCIALE MILITAIRE S^-GYR

4!24. ilhilliéiiiaUtiites. — On donne dans un plan deux

cercles de centres et 0' et qui se coupent aux points A et B.

Par le point A on mène clans le plan une droite quelconque, qui

coupe le premier cercle en A et C et le second en A et C, et l'on

forme le triangle BCC Soit I le centre du cercle inscrit dans le

triangle BCC, et soient E et E' les centres des cercles ex-inscrits

à ce même triangle, et situés, le premier dans l'angle C et le

second dans l'angle C.
1° Trouver le lieu décrit par chacun des points I, E, E' quand

la droite AGC' tourne autour du point A ;

2° Mener la droite ACC de façon que l'aire du triangle BCC
soit la plus grande possible

;

3° Mener la droite ACC de façon que l'aire du triangle lEE' soit

la plus grande possible
;

4" Dans quel cas la position de la droite ACC, pour laquelle

l'aire du triangle BCC est la plus grande possible, est-elle aussi

celle pour laquelle l'aire du triangle lEE' est la plus grande

possible ?

Itîo. Epure. — Un cône oblique à base circulaire a pour

base une circonférence G de centre et de rayon égal à 35 milli-

mètres, située dans le plan horizontal de cote zéro. Son sommet S

est déterminé par sa projection S située à une dislance OS = 5o

millimètres du point et par sa cote égale à 109 millimètres, a

est la projection horizontale d'un point A de cote égale à 3() milli-

mètres. Sa distance aa au plan vertical OS est égale à 4» milli-

mètres et la dislance Oa est égale à 60 millimètres.

Mener par le point A un plan qui dèternu'ne dans le cône donné

une seclion anii-parallèle C. Conslruire la projection horizontale

do cette seclion ; déterminer ses axes et les points qui se trouvent

sur le contour apparent du e('>ne.

Construire les projections des sphères passant
;

1" Par la hase C et le sommé S
;

jul'h.n.vl de math. élkm. — 1899. 9
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2° Par la circonférence G' et le sommet S ;

3" Par les deux circonférences C et C. Les plans des intersec-

tions de ces trois sphères prises deux à deux se coupent suivant

une même droite. La déterminer.

436. Calcul trigononiétrîque.— Résoudre un triangle

connaissant :

a = 4694; & = 8286; c = 6521.

427. Questions posées à Forai. — On a deux droites

qui se coupent ; on donne sur l'une de ces droites deux points A
et B et sur la seconde deux autres points C et D placés de telle

façon que l'on a OÀ -t- OB = OC -h OD ;
quelle conclusion en

tirez-vous? Démontrer que ces quatre points sont situés sur une

môme circonférence.

— Résoudre l'équation :

tang ./; — cotg x = cotg x — 4-

— Ecrire l'équation :

(m- — 7n — 2)x'- -+- 2(m — i)x -+-2 = 0.

Déterminer m de façon que cette équation ait une racine et une

seule comprise entre — 1 et -h 1

.

— Dans un triangle isocèle on donne la base et la bissectrice

d'un des angles à la base. Calculer la longueur du côté autre que

la base aboutissant à cet angle.

— Résoudre l'équation :

a sin 'X -+- b sin ce cos a: -\- c cos -x = d.

— Etant donnés une droite et un point A sur cette droite,

décrire d'un point extérieur B une circonférence coupant la droite

donnée en deux points tels que Ton ait :

AP H- AQ = K2.

— Construire un triangle connaissant deux cotés et la droite

issue du sommet A et coupant l'autre côté en un point M tel que

MG _,.
MB
~
— On donne dans un triangle ABC l'angle A et le rapport

—r— = K. Calculer les éléments du triangle.

— Montrer l'identité :

~ = 'larc Ig ^ + arc tg
^

.
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— Sachant que l'on a la relation :

sin (a — b) ^=-- sin -a — sin -b,

trouver la relation qui existe entre les arcs a et b.

— Construire une ellipse connaissant un foyer et trois tangentes.

Les trois tangentes et le foyer donnés déterminent-ils toujours une

ellipse? Quand déterminent-ils une hyperbole? — une parabole?

— Résoudre l'équation :

a tg .V -h b cotg j: = c.

— Etant donné un triangle, trouver sur un coté un point

équidistant de l'un des deux autres côtés et du pied de la hauteur

abaissée sur le 3' côté.

— Calculer la surface du polygone régulier de 20 côtés.

— On donne une droite AB et un j)oint C sur cette droite ; à

chacune de ses extrémités ou élève une perpendiculaire. Construire

un triangle équilatéral ayant un sommet en C et ses deux autres

sommets respectivement sur chacune des perpendiculaires.

— On donne un trapèze. Prendre un point sur chaque base, de

telle sorte que la droite qui les joints partage le trapèze en deux

parties équivalentes ? Combien y a-l-il de solutions ?

Construire l'expression V/ -r- H , «et 6 étant deux longueurs

données.

— On donne dans un triangle deux côtés et l'angle compris.

Calculer la longueur de la bisectrice.

— Déterminer w dans l'expression .';- — mx -v- t)i — 1, de

faf'on que cette expression soit un carré parfait.

11. — A L'LXSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE
428. ^lalliéiiiatiqiics. — Un industriel doit répartir une

gratification entre ses ouvriers, composés d'hommes, de femmes

et d'enfants. Chaque homme reçoit 80 centimes ; chaque femme

reçoit r. de franc ; chaque enfant reçoit 60 centimes.

Les hommes réunis reçoivent autant que les femmes et les

enfants réunis; les femmes réunies reçoivent le double de la

somme ref.ue par les enfants réunis.

On demande quel est le montant de la somme totale distribuée

aux ouvriers, sachant que celte somme est la plus petite somme
compatible avec les données du problème.
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Calculer le nombre des hommes, celui des femmes et celui des

enfants.

4*39. Physique. — Un vase a la forme d'un tronc de cône

de révolution reposant sur sa petite base, Le rayon de celle-ci est

g"", 07 et l'inclinaison des arêtes 60°. Il contient un liquide qui

s'élève à o"\io de hauteur. On y plonge verticalement un cylindre

droit plein dont la densité est les 0,7 de celle du liquide; son

rayon est o^joS et sa hauteur o",io.

Trouver: i'' quelle sera la hauteur de la partie immergée

quand le cylindre vertical sera flottant ;

2° De combien se sera élevé le niveau du liquide qui l'envi-

ronne ;

3° L'augmentation de pression par centimètre carré du fond du

vase. On calculera d'abord le rayon du cercle qui est à ce niveau.

430. Calcul losarithuiique. — Calculer à 0,0001 près

l'expression :

''~\/ (' +^f ^ 2\/77^348-

III. — AU BACCALAURÉAT
LETTRES -MATHÉMATIQUES

431. Matliéuiaiiques. (Obligatoire). — On donne l'équa-

tion :

(12m -+- 7)07- — 3(14 — 3myv -h 11 — 3m = 0.

On demande les valeurs qu'il faut attribuer à m:

1° Pour que les racines soient réelles
;

2° Pour qu'il y ait une racine double
;

3" Pour que l'unité soit comprise entre les racines.

(Au choix). — a) Volume du tronc de pyramide à bases paral-

lèles.

b) Cas de similitude des triangles.

c) Enoncer et démontrer les théorèmes qui conduisent à la

détermination du volume de la sphère.

43^. Physique. {Obligatoire). — Une masse d'air est em-

prisonnée dans un cylindre vertical fermé à la partie supérieure

par un piston du poids de \o^°,ioo.

1° Calculer la force élastique de cette masse d'air, sachant que
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la pression égale yôo millimètres
; que la densité du mercure est

i3,6 et que la section droite du cylindre égale lo centimètres

carrés
;

9." On place sur le piston un poids de 20 kilos. Calculer la hauteur

dont se déplacera le piston. La distance qui sépare la base du

cylindre de la partie supérieure du piston est, dans la première

partie de l'expérience, de 3 décimètres.

{Ah choir). — a) Définition et théorie du sulénoïde.

b) Machine à vapeur.

c) Pile vol laïque.

Les propriétés, ses principales modifications.

IV. — BACCALAURÉAT (LETTRES-SCIENCES)

4ti*Z, .\la(héiiiatiqiief>>. (Obligatoire). — Résoudre le sys-

tème :

X -h y = a

x'^ -\- rf ^ ab\

(Au choie). — a) Propriété de la bissectrice de l'angle d'un

triangle.

b) Volume du triangle tournant.

c) Démontrer ({uc deux pyramides triangulaires, ayant des

bases équivalentes et des hauteurs égales, ont même volume.

'13î^. Physique. (ObUrjatoiré). — Une lunette astronomique

est dirigée vers un objet très éloigné : un observateur place

d'abord l'oculaire dont la distance focale est de 1 centimètre de

manière à former l'image virtuelle définitive à i5 centimètres de

celte lentille. Il le déplace ensuite, de manière à obtenir une

image définitive réelle, se formant encore à i5 centimètres de

l'oculaire. Qu(>ls sont le sens et la grandeur du déplacement subi

par l'oculaire entre les deux expériences ? quel est le rapport des

grandeurs linéaires des images définitives ainsi obtenues ?

{Au choir). — a) Détermination de la chaleur spécifique d'un

corps solide par la méthode des mélanges.

b) Courants d'induction. Induction par courant ; induction par

aimant.

c) Manomètre à air comprimé.
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V. — AUX ÉCOLES D^AGRICULTURE ~
434. Arîtliiiiétîqiie. — Un industriel doit répartir une

gratification entre ses ouvriers, composés d'hommes, de femmes
et d'enfants. Chaque homme reçoit 80 centimes ; chaque femme
reçoit 2/3 de franc ; chaque enfant reçoit 60 centimes.

Les hommes réunis reçoivent autant que les femmes et les

enfants réunis ; les femmes réunies reçoivent le double de la

somme reçue par les enfants réunis.

On demande quel est le montant de la somme totale distribuée

aux ouvriers, sachant que celte somme est la plus petite somme
compatible avec les données du problème. Calculer le nombre des

hommes, celui des femmes et celui des enfants.

435. Géométrie. — Inscrire un triangle ABC dans un

cercle donné, de manière que ees côtés, prolongés s'il est néces-

saire, passent par trois points donnés. M, N, P.

436. Calcul logarithniiqiie. — Calculer la valeur de

X définie par l'expression :

t/o, 00627 X 1,2748

VJ. — AUX ECOLES DE COMMERCE
437. Aritliiiiétiqiie. — Une personne a placé chez un

banquier, à intérêts simples, une certaine somme qui, après

10 mois de placement, est devenue égale à 12 600 francs, capital

et intérêts réunis. La personne laisse encore ses fonds aux mêmes
conditions pendant 2 ans et demi. Elle retire ses fonds et touche

14490 francs. Quel était le taux de l'intérêt ? Quelle était la

la somme primitive placée chez le banquier ?

438. Géométrie. — Deux circonférences concentriques

étant données, tracer un triangle dont les angless ont donnés et qui

ait deux sommets sur l'une des circonférences et le 3'^ sur l'autre.

439. Algèbre. — Résoudre l'équation :

V 1 H- sjx* — od^ =^ X — 1

.

440. Calcul logarithmique. — Calculer :
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DEUXIEME PARTIE

I. Questions diverses avec soliilioiis

On considère le triangle BAC rectangle 7ie A et les médianes BB' et CC
T)T>'

issues des somntets B <?( G ; on demande d'exprimer le rapport z = tt^, >

GG
en fonction de la tangente trigonométrique de l'angle ABC. On repi^é-

sentera cette tangente par K. Maximum et mininium de z quand on

fait varier K.

Les triangles rectangles ABB' et AGC' donnent :

D'ailleurs

Donc

BB'^
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ce qui donnerait ; ::'-';> ^ z- <i -.-,

conditions incompatibles.

La quantité j étant positive, ses maximum et minimum seront 2 et

c'est-à-dire que l'on aura :

^ < 3 < 2.

Calculer les dimensions d'un cylindre droit, la surface tetale flonnée

27.a- inscrit dans une sphère de rayon R.

Le cylindre étant inscrit dans la sphère, ses deux bases sont symé-

triques par rapport au centre de la sphère.

Soit X la distance du centre à un des plans de base et y le rayon de

base du cylindre.

On a :

(1) a;2 + 2/2 ^ R2

et 27t?/- + l^-Kxy = 2T:œ2

ou

(2) 2/^ + 2^'y = a--

" y''

27/
De (2) nous tirons : x =

Et, en substituant dans (i) et ordonnant

(3) by'* — 2(0.- + 2R2)y- + a* =: o.

Pour qu'une A-aleur de y soit acceptable, il faut qu'elle soit réelle, posi-

tive et inférieure à R.

Pour qu'une valeur de y soit réelle, il faut que les racines de l'équalion

(3) en y- soient réelles et positives.

La condition de réalité des racines en y- est :

(aS + 2R2)2 _ 5a4 >
ou (a2 + 2R2 — a^'l) (a2 + 2R2 + «2/5) > o

ou encore

[2R2 -^ a2(v'5 + i)] [(2R2 — a2(v'o — i)] > o.

Ce qui exige que a- (v^S — ) <; 2R2

ou
2R2

(4) a,- < 7- .

Vo — I

Supposons cette condition satisfaite. 11 faut de plus que les valeurs

de y- soient positives.

Le produit des racines est : -r- > o.

Les deux racines sont donc de même signe ; leur somme 2 —i-^ - est

aussi > o.

Les deux racines sont donc positives ; donc les quati-e racines de y sont

réelles : elles sont deux à deux égales et de signes contraires.

Les racines positives seront acceptables si elles sont < R, c'est-à-dire si

les racines en y- sont < R2.
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Le résultat de la substitution de R est :

Rt _ 2rt2R2 + a^ = (R2 — a2)2 > o.

Donc R- est extérieur aux racines en ij^.

Considérons maintenant la demi-somme -—^ des racines. On ne

peut avoir R- < """ "^
^^"

; car on en déduirait : a- > 3R-. condition

_r>o

incompatible avec a- < ——^—
, laquelle est supposée satisfaite ; car

v/5
— I

3R^>-^^^^

Donc R2 >

V/5
— I

a2 + 2R2

Donc, enfin, R- > les deux racines en i/-.

Les valeurs de y-, racines de (3) sont < R- ; donc les racines positives

en 1/ sont acceptat)les.

Les solutions du problème sont :

, /a2 + 2R2 zt 2 v/R* + a-R- — «-*

2/ -y ^^5 .

on en tire :

_ . /3R^ — a2 ^ 2 y/R* + a^a — g»

^ —

Y

5

Chercher les solutions en nombres entiers, positifs ou négatifs de

l'équation : (3x + y) (x + y) = P. oii P désigne un nombre jjj-emzVr

donné. Faire voir que de semblables solutions existent en général, et dire

pour quelle valeur particulière du nombre premier P elles cessent

d'exister.

On donne (6x -\- y) (x -|- y) = P, où P est premier.

Je résous par rapport à g.

On a : 2/' + 4^y + 3a;- — P = o,

D'où : y = — ix ± \/x- + P.

Il faut que x- + P soit un carré parfait.

•le pose a?- + P = K-.

I)V)ù P = K-i — 372 — (K — x) (K + x).

Of, P étant premier, ne peut être égal à un produit de facteurs pre-

miers, il moins qu'un de ces facteurs soit égal à i.

J'en conclus K — x = i ; d'où K =:; j; -f i, alors aï- -f- P = (,r -f i)-.

P — I

D'où 2.î; -{- I = P, ou X =^
' 2

Le nombre P étant donné, x n'a qu'une seule valeur,

.l'aurai y ^ — -ix :i= (x + i), ce qui donne :

P — I
,

3 — P
y = — 2.r 4- .r + I = — .v + i = \- i = •

.

' 2 2

, , ,
., 3P — I

y = — 20? — (a: -f i) = — .\x — i =^ .
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Pour que x soit entier, il faut que le nombre premier P soit autre que 2,

et, comme P = i et P ^ 3 donneraient soit a; = o, soit y' = o, il faut

que P' soit supérieur à 3.

En un même lieu, on lance verticalement de bas en haut dans le vide

deux projeciiles pesants, le 2jremier avec une vitesse initiale v, le

deuxième n secondes i^lus tard avec une vitesse initiale x. On donne

V, n. ainsi que l'intejisité g de la pesanteur, et l'on demande quelle doit

être la valeur de x pour que les deux projectiles se rencontrent à une

hauteur h au-dessus de leur point de départ. Discussion.

Je suppose que la rencontre ait lieu avant que le premier mobile ait

atteint le plus haut point de sa course, c'est-à-dire pendant la montée des

deux projectiles.

Soient et 6' les temps que mettent les mobiles pour aller de A en C.

On a :

(i) f6 -
l

^62 ^ h

(2) x^' — - ,99'-- = h

avec la condition :

(3) 6 = ,j + 0'.

L'équation (i) s'écrit

D'où :

^6- — 2f8 -|- 2/1 = o.

V ^\/v^ — i,gh

9

mais 9 doit être plus petit que -
, temps que mettrait le mobile pour aller

de A en B. 11 faut donc prendre le signe — devant le radical.

Alors :
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Pour aller de A en B, le moljile met un temps éj;al à ^ . Kn descendant

de B en C, il parcourt l'espace AB — h ou ^ — h, et l'on a l'cqualion :

^9
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On a :

X =: a -{- vt

y ^ b -{- v't.

Par suite :

{a + vt)^ + (ô + v't)^ = d-

et

(r2 _^ „'2)(2 J^ ^(av + hv-)t + «2 + è2 _ (1% — O.

_ — {av + 6t?') ± v/(at? + bv'Y — (
«^ -f

y'i) {pfi -^ h"- — d^)

.
V- + v"-

La condition de l'éalité des racines est

— bv — av'f- + d-(v'i + v'-) > o

ce qui donne pour le minimum de d :

bv — av'
d =

v-i 4- «;'-
'

t — — (ar + bv')

v- + ^'^

La distance devient nulle, si t = - . Les deux mobiles passent alors au

même instant au point 0, et l'on trouAc pour le temps ( = ;.

n. Premier cas. — On a
OA = a? = at.

OB = y = bt^.

Eliminant t entre ces deux relations, on obtient :

•' a-

équation d'une parabole tangente à son sommet à l'axe des x.

Deuxième cas. — On a
.V = aV-

y = bf^.

Par suite ay = bx, équation d'une droite passant par l'origine.

^' '

Soit le centre d'un cercle de rayon R. Par un point P pris à Vinté-

rieur du cercle à la distance a du centre, on mène la corde AC faisant

l'angle et avec PO et la corde BD perpendiculaire à AG. Calculer, en

fonction des quantités R, a ef a :

1° Les longueurs PA, PB, PC, PI) ;

1° La surface du quadrilatère ABCI)
;

3" Etudier la variation de cette surface en supposaiit que a eî R sont

constants et cjue a varie.

On mène 01 perpendiculaire à la corde AC.

On a :

PA = AI + IP = CI + IP = PC + 2PI.

D'où :

PA — PC = 2PI

et, dans le triangle rectangle OIP :

PI =; a cos a.
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D'où :

(i) PA — PC ^ aa cos x.

La propriété connue des sécantes dans le cercle donne :

l'A — PC = PM X PX = (R — a) (R + a)
ou

(2) PA X PC = R^ — «2

PA et PC sont les racines de l'équation :

(3) «- — 2a cos aj — (R- — a-) = o.

Les racines sont :

(4) PA = V^R'^ — a-sin-a + « cos a

(5) PC ^^ v'R^ — a-sin-a — a cos a.

Pour aAoir PR et PB, il faut remplacer dans PA et PC Pangle a par

On a :

(G) PB = vR- — a-cos-a — a sin a

(7) PC = v^ll- — a-cos'-a + a sin a.

La surface du quadrilatère ABCII) est égale à la moitié du produit des

diagonales :

(8) S = i AG X BD = 2v'(R- — a'^sin-iai fR2 — a^cos-'a)

.

Los deux facteurs variables ayant une somme constante, le maximum de

leur produit aura lieu quand ils seront égaux, c'est-à-dire quand on aura :

sin a 1= cos a.

D'où
a = 450.

La valeur maxima de S sera donc :

S = 2R- — a-.

Calculer, sans avoir recours aux logarithmes, les valeurs des a>-cs x

et y qui vérifient les équations :

X + y = a,

sin'-x -f- sin^y =: i — cos a.

On sait que l'on a :

cos -ix = i — >. sin^a;.

D'où
. I — cos J.X'

sin-jc = .

1

De même. sinSy = I^lSSUM.
.

r^ • .. ,
. o COS "iX -f cos 2VDonc sin-a; -|- sin-y = i

^
-.

D'ailleurs :

cos -ix -f cos iy = 2 cos {x -\- y) cos {x — y) = i cos a cos [x — y).

L'équation :

sin^x -|- sin-7/ = i — cos a

peut donc s'écrire :

I — cos « cos (.<; — y) =^ i — cos a
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OU cos a cos [x — y) ^ cos a
si cos a est différent de a, on a :

cos {x — ?/; = I.

D'où X — y = 2Kti.

Les arcs x et y sont alors déterminés par les équations :

X — y = a X — î/ = 2Kt:,

K étant un nombre entier positif ou négatif.

D'où, en ajoutant :

XX = a 4- 2Kt: ; x ^^ —1- Kit.
2

Etj en reti'anchant :

iy = a ~\- 21(11
; y = K''^-

Si cos a = G, on a « = K-;: + •'-, et en particulier pour K = o, a

y est alors le complément de x, et l'on a :

sin-j7 -(- sin2

1

x\ = i

qui est une identité, puisque

sin ( - — x\ cos X.

Partageons la série

* ~
2.3.4 4-5.6

"^
(j.7.8

"+"
8.9,10 + ;••

en groupes contenant : le premier, le j^remier terme; le second, les deux
sxiivants ; le troisième, les quatre suivants; le quatrième, les htdt svi-

vants ; etc.Faire voir que chaque grouj^e est : 1° plus grand que le quart
du pre'cédent ;

2" plus grand que la moyenne géométrique de ses deux
voisins. Tirer de là un moyen facile de calculer la valeur de la série

'' ~ ï 2^3 4
"^ •••

avec une approximation aussi grande qu'on veut. (Bromcker, Phil.

Trans., iGfiSi.

I. — La première partie se démontre, plus simplement que ne l'a fait

Brouncker, en remarquant qu'on a à démontrer l'inégalité

< +4»î(n + i) (n + 2) ^ 2n(2n + i) {in + 2) ' (2n + 2) {m + 3) {in + 4j

ou bien, comme chaque terme est divisible par n -\- i, à démontrer la

suivante (2*4 + i) {in + 3) < {m + 3) (u + 2) -f ndn -\- i)

ce qui est facile. Par conséquent, on a

2.3.4 4-5.6 + 6.7.8

I ^ _A L 4 I / 4 , 4
4.5.6 ^ 8.9.10

"^
10. II. 12' 6.7.8 ^ 12.14.16

"^
16.17. 18

—!_ < -J + 4 _i__ ^ 4„„ ^ 4_
8. y. 10 16.17. 18 18.19.20''" i4.i5.i6 2829.30 3o3i.32

C.Q.F.D.
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II. — Pour la seconde parlie, — que Broincker n'a ni démontrée, ni

uirnie énoncée explicitement, — appelons î<„ le n' terme —-, ;

—

r-, ;—r',

nous allons d'abord montrer qu'on a

Un î<n+l

I
,

I

Ou Dien
2?i(2n + i) (an + 2)

"^ {in + 2) {in + 3) (an + 4)

n{n + I) (h + 2)

+(2W + 4) (2u + 5) (an + 6) ^(2n + 6) {in + 7) (2n + 8)

(n + 2) {n + 3) (n + 4)

En effet, en multipliant les numérateurs et les dénominateurs, dans le

premier membre, par n -\- \, dans le second par )i + 3, puis réduisant, il

» o

"^'ient I + , .,
,
^ r--., > I + 7--,—i 7—-.^^i-- •

!\n- + hu + 3 ' 4^1 + 24'i + 33

Ceci posé, on en déduit, en faisant successivement n = A, A + i. k -\- 1,

... ik — I, ik, ik + 1, ... \li — I,

Uk M/.+
1

-^ •••
-^ Mji-l

> "tt + M ',t+i ^ __
-^ %t-2 + t*8<- l^

Or, dans une suite de rapports décroissants, le rapport de la somme des

numérateurs îi celle des dénominateurs est compris entre le premier et le

dernier. On a donc :

V- îk + ••• + « t*-l ^ i<v;.-2 + ^H-l ^ tttt + K'.tH-i >^ U; k + ••• + M8/1-I

Uk + ... + Mot-1 «2'-! «2* "•>* + ••• + Wn-i'
C.Q.F.D.

m. — Appelons A, B, C, D,... les groupes successifs : on a d'après I,

B=:B, C>?, D>,^, E>^,...14-4"
d ou

A + I3 + C + D+... >A + B + ^ + ^ + i^, + ... =A + ^B
4 4- j' j

B-i B' B^ B;
et d'après II, C < ^, D < ^^ ^^ < a~i ' ^^ < \x^-
d'oii

R2 RI R4 A a

A + B + C + I) + ... < A + B + H. + « + " + ...
A2 I

A-' ^ •• ~ A — B"
Par le calcul direct, on trouve

I

^ = ^37, = "'"'"^'' ^ = pli + ô:^ = «'°"^

donc la somme de la série est comprise entre o,or>G7 et 0,0572.

IJronneker, poussant le calcul jusqu'au cini|uièmc groupe £=., „„ ^ -|-...

I '\

+ ("^—gjT^v » trouve (jne la série est comprise entre A+B + C + D-fi^E

= o,or>i)y279 et A + B + C -f D + ïî^^Tp ^^ 0,0668290.
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IV. - On a

"~
(2.3 + p + ë:^ + 8^ + ••)B

Or, la partie entre parenthèses est égale à

= d4 + éji + ir.^ii
+ • + ''

= 2-4 + 4^6 + e^s + - + ^

=
4 (r?ï + à + à + ••) + '

La première de ces deux dernières séries est égale ti l'unité puisqu'elle

équivaut à

On a donc p = i — -^ -}- a = 0,7,5 + a.

Le calcul de p est donc ramené à celui de a. (A. Aubry).

TROISIÈME PARTIE

BIBLIOGRAPHIE

La tecJinique des rayons X, manuel opératoire de la radiographie et de

la fluoroscopie à l'usage des médecins, chirurgiens et amateurs de pho-

tographie, par Alexandre Hébert, préparateur ,î la faculté de médecine

(Carré et Naud, 3, rue Racine).

Cet ouvrage correspond à une actualité qui intéresse tout le monde. Tous

les journaux scientifiques ont consacré de nombreux articles à cette ma-

gnifique découverte du D'' Rœntgen, et la presse quotidienne s'en est

emparée au point de vue des faits et des applications pratiques.

M. Hébert a su donner de la technique et de l'emploi des rayons X une

idée assez précise, pour permettre au lecteur non encore initié au mode

opératoire, de produire chez lui ces rayons et de les appliquer sans diffi-

culté à l'inspection des parties profondes du corps humain.

Il indique au lecteur la façon d'acheter le matériel nécessaire, de l'entre-

tenir en bon état et de s'en servir. S'il veut bien suivre le manuel opéra-

toire, d'ailleurs très simple, que décrit ce petit livre, il aura la surprise

d'obtenir, du premier coup et sans effort, des images d'un genre nouveau,

dont la beauté ne le cédera en rien à celle des radiographies qui ont été

publiées un peu partout.

Le Directeur-gérant,

Georges MARIAUD.
SAINT-A.MA.ND (iHliB). — IMPRIMERIE SCIENTIFIQUE ET LITTEBAIBE BU3S1ÉI1E FRERES.
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PREMIÈRE PARTIE
Queslîons proposées aux Candidats

î. — A L'ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE S^-CYR

441. ^latlieiiiatiqiies. — Un donne une circonférence

et la droite TAT' tangente en A à cette circonférence. On considère

une seconde tangente qui rencontre la i'" en G et qui touche la

circonférence en B. La i""® tangente étant fixe et la seconde varia-

ble, on demande : i" le lieu géométrique du centre du cercle

inscrit au triangle ABC ;
•'.* le lieu du centre du cercle circonscrit

;

3" le lieu du point de rencontre des hauteurs ; 4° le lieu du point

de rencontre du rayon OB avec la perpendiculaire en G à la

tangente TAT'.

442. Epure. — L'n tronc de cùne droit s'appuie par sa

grande base circulaire sur le plan de comparaison. Le rayon R de

celte base est de 7 centimètres. L'arête latérale du tronc est de

7 centimètres et fait avec le plan de comparaison un angle de 43°.

Dans l'intérieur de ce tronc de cône et sur le même axe est placé

un petit cône renversé dont le sommet est au point G et dont la

base coïncide avec la base supérieure du tronc. Soit AB l'arête du

tronc qui est parallèle au petit côté de la feuille, le point A étant

sur la grande base et le point B sur la petite base.

i"* Construire l'ensemble des projections des deux corps
;

2° Construire les projections des sections faites dans les deux

corps par un plan perpendiculaire à AB au point B.

3° Mener par le point où la verticale du point A perce le plan

sécant une tangente à la section faite dans le petit cône.

4° Trouver le point où la tangente perce le tronc de cône.

443. Calcul trigononiétrîque. — Résoudre ce triangle

connaissant :

A = 86°28'3a",7

a = 4684

b r= 3296

c = 4008.

444. Questions posées à l'oral. - (Juelles valeurs

doit-on donner à /> iM i'i r/ piMii- i|iit' /•' -^ i soit divisible par

.r' r [): -^ q.

JOLHNAI. r>E MATH. tl.lM. — ISy^. 10
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— On donne un triangle lectangle ABC : on prend un point D
sur l'hypothénuse, on abaisse la perpendiculaire DE sur AC ; on

demande d'étudier la variation de la somme des surfaces engen-

drées par BD et DE, lorsque la figure tourne autour de BA, et

quand D va du point B au point C.

— Soit l'équation ax^ -h bx -+- c = former l'équation aux

carrés des racines de la proposée. Former l'équation aux cubes des

racines de l'équation proposée.

— Gomment peut-on former le reste de la division d'un poly-

nôme par X — a sans effectuer cette division ? Formation du

quotient. Que faut-il pour qu'un polynôme soit exactement

divisible par les produits (x — a) {x — h) {x — c).

Résoudre l'équation :

V^i H- X 4- v/i — o: = 1

.

^. ,.„ ,., .. sin a -t- sin 3a -+ sin 5a— Simplifier l équation :
— ^ —^ .^ * cos a -f- cos oa -{- cos ba

— Pour quelles valeurs de a la fonction u = —s ^
1 -7 .r?^ — ix -ir 1

a-t-elle un maximum ou un minimum ?

_. , , ... . ,, . 2 sin a — sin aa— Rendre logarithmique l expression —-. -. .

o ^ i 2 sin a -1- sin la

— Calculer le volume d'un tétraèdre étant donnés les 3 côtés du

triangle de base et sachant que les trois arêtes sont égales entre

elles, leur longueur commune étant donnée.

— Diviser 'ix'' — 'jx^ -+ \ox^ -h x — 3 par x — 2.

— Chercher si l'expression sin ^x -i- sin %x -h a) a un maxi-

mum.
— Partager la surface du trapèze ABCD en deux parties équiva-

lentes par une droite DE partant du sommet D. Le point E peut-

il tomber sur le prolongement de AB ?

T— Exprimer la surface d'un trapèze en fonction des quatre

côtés.

— Résoudre l'équation tg x tg 3a' =1.
Résoudre le système d'équations :

X -h ai/ -+ a-z = a' x -^ by -^ b^z = ?/

X -{- cy -^ c'-z = c\

— Exprimer la surface d'un triangle en fonction du périmètre

et des angles.
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IL — A L'INSTITUT iNATlUNAL AGROiNOMIQUE

445. ^lafliéniatiques. — On a mesuré un champ en

forme de trapèze rectangle ABCD, et l'on a constaté que le côté

oblique est ég^alement incliné sur les bases et sur la hauteur
;
que

ce rôté BC avait une longueur de 48 mètres et la petite base CD
une longueur de i4i"',42.

On demande de :

1° Calculer en ares et en centiares l'aire de ce champ ;

2° D'exprimer le périmètre du trapèze ainsi que celui du carré

qui aurait la même surface que le trapèze.

3» De trouver de quelle fraction de la surface vraie l'expression

précédemment trouvée serait trop grande s'il était arrivé que la

chaîne décamétrique dont on s'est servi pour la mesure des lon-

gueurs manquât d'un chaînon de 2 décimètres.

446. Plivsîque. — Le corps de pompe d'une pompe aspi-

rante a une hauteur de 5o centimètres et une section de 80 centi-

mètres carrés.

Le piston parcourt toute la hauteur de ce corps de pompe ; le

tuyau d'aspiration, d'une section de 4 centimètres carrés, plonge

dans une nappe d'eau, dont la surface libre est à 4 mètres au-

dessous de la base inférieure du corps de pompe. Au début, le

piston est au bas de sa course et le tuyau d'aspiration plein d'air.

On demande : 1° si l'eau pénétrera dans le corps de pompe à la

première ascension du piston ;
2" quel sera l'effort nécessaire pour

soulever le piston quand l'eau commencera à s'écouler par le haut

du corps de pompe, on négligera le poids et la hauteur du piston.

La pression atmosphérique correspondant à 76 centimètres du

mercure de densité i3,6.

447. Cailciil lo;;aritliiiiiqiie. — Calcul à 0,0001 près

l'expression :

5/(2,1168)- X T. xV^
l

0,002 X / > ot; /v3
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IIJ. — AU BACCALAURÉAT
LETTRES -MATHÉMATIQUES

448. Arithmétique. (Obligatoire). — Soit le centre

d'un cercle de rayon R. Par un point P pris à l'intérieur du cercle

à la distance a du centre, on mène la corde HG faisant l'angle a

avec TO et la corde BD perpendiculaire à AG. Galculer en fonction

des quantités R, a et a,

1" Les longueurs PA, PB, PC, PD
;

2 La surface du quadrilatère ABGD
;

3° Etudier la variation de cette surface en supposant que a et

R sont constants et que a varie.

— (Au choix). — a) Composition de deux forces parallèles
;

è) Volume déterminé par un triangle tournant autour d'un axe;

c) Logarithmes vulgaires. Définitions et propriétés.

449. Plijsiqiie. {Obligatoire). — Un vase cylindrique en

verre est gradué en parties d'égale capacité. Il contient du mercure

qui, à la température de 0", arrive h la division ii5o. A quelle

température faut-il porter l'appareil pour que le mercure affleure

à la division ii5i ? Goeflicient de dilatation cubique du verre :

0,000026 ; coefficient de dilatation absolu du mercure : 0,00018.

{Au choix). — a) Electroscope ;

h) Electrolyse
;

c) Densité des solides.

IV. _ BACCALAURÉAT (LETTRES-SCIENCES)

450. illailiéiiiatiques. {Obligatoire). — Etant donné un

triangle ABC, mener extérieurement au triangle, dans un plan,

une parallèle DD' au côté BC à une distance œ, telle que si l'on

fait tourner le triangle autour de DD', l'aire décrite par BC soit

moyenne proportionnelle entre les aires décrites par les deux autres

côtés.

{Au choix). — a) Cas de similitude des triangles.

b) Volume du tronc de pyramide à bases parallèles.

c) Des trièdres,

451. Physique. {Obligatoire). — Un volume d'air de V

litres primitivement sec à t degrés et à la pression H absorbe de la
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vapeur HVau en quantité telle que l'état hy^iromélrique devienne

E. La pression et la Icmpéraluro lu^ changent pas. On demande

quels accroissements de volume et de poids l'air é|)rouvera. La

tension maxinia de la vapeur d'eau à / degrés est //.

Application \ ^ ^ ; l =-- -io" ; H — 770 ; E=:o,75; f= I7""»,j.

{Au choix). — a) Lois fondamentales de l'induction par les

aimants. Décrire sommairement nue machine électro-magnétique.

h) Lors des oscillations du pendule. Pendule simple et pendule

composé. Applications.

ç) Vibration des cordes. Intervalles musicaux.

V. — AUX ÉCOLRS D'AGRICULTURE

45^. Afitliiiiétifiiie. — Un entrepreneur emploie des

ouvriers dans deux chantiers diiïcrenls . dans l'un, il occupe

42 ouvriers pendant. i5 jours ; dans l'autre, 35 ouvriers pendant

12 jours, r^e salaire journalier d'un ouvrier du 2' groupe est les

-^ de celui d'un ouvrier du premier groupe. On demande quel

est le salaire quotidien de chacun des ouvriers de chaque groupe,

la somme totale payée par l'entrepreneur étant de 6 196 francs.

453. Géométrie. — On considère un cercle et deux dia-

mètres rectangulaires OA, OB. Trouver sur le diamètre OA un

point M tel que, si on mène la tangente MP au cercle et que

l'on fasse tourner la figure autour de ()\, la surface engendrée

par le segment de droite MP soit dans un rapport donné m avec

la surface engendrée par l'arc de rerole PB.

454. Calcul logarîlhiiiique. — Calculer la valeur de r

définie par l'expression :

^ ^ V/ji^ X 9.73^

v^2,i.45 X
-*

VI. _ AUX ÉCOUF.S ni'. COMMERCE

455. .Arîlliiiiéliqiie. — Duukerque et Barcelone sont

situées sur le méridien de Paris : c\ la dinérence de leur latitude

est 9°39'i 1 .

(»ii cleinaude d'i'valuer cette distance : i" en kiliunèlres ;
5" en
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lieues métriques ;
3° en lieues terrestres

;
4° en lieues marines ;

5° en milles marines — sachant que la lieue métrique vaut 4 kilo-

mètres et que l'on compte, au degré, 20 lieues terrestres, 20 lieues

marines et 60 milles marins.

456. Géométrie. — Une sphère de rayon r est posée sur

un plan. Un cône droit dont la hauteur est 2r et le rayon de base

R, repose par sa base sur le même plan. Couper les 2 solides par

un plan parallèle au premier, et tel que le volume du tronc de

cône compris entre les deux plans soit égal à m fois celui de la

portion de la sphère comprise entre les mêmes plans. Discussion.

457. Algèbre. — Résoudre l'équation :

\/a -{- ce -{- ^a — X b

[/a ^ oc — \/a — ûo c

Construire la racine trouvée.

458. Calcul logarithmique.

,
'"*/ 2184 -h Tc X ::

Calculer a- ^^
7 V (3,428)^* X y/'

DEUXIEME PARTIE

I. Questions diverses avec solutions

Circonscrire à un triangle donné ABC une ellipse ou une hyperbole

dont les foyers soient situés sur les côtés de ce triangle.

t° Ellipse

Soient F et F' les foyers situés sur AC = i et AB = c, et posons :

AF = X, AF' = y, on aura, en tirant BF et CF' :

BF' + BF = CF' + CF = a; + 2/ -= grand axe,
d'où

*" -^ y \- ^c^ + ^" — îc.z; cos k '-^ X -\- y
b — X -\- \/b'^ -\- y- — ^by c.o.'s A = x + y

il en résulte les équations rationnelles :

Ci) x{x -f y, = blx .- y ^in^ - \

(2) V{!>^ + y) = c(y + X sin2-

j

en divisant membre à membre (i) et (2) et posant x = Vy, il vient :

(3)
' <;L'2sin2- — (* — 6-)U — * sin2- = 0.
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Supposons h ':> o; on voit alors que l'équation ^3) a ses racines réelles,

de signes contraires, et que la positive est la plus grande en valeur

absolue. Si l'on y fait successivement V - — i et U = o, on voit f|ue li-

A \
premier membre se réduit à 4 ib — c) cos^- et - ^ sin-" •. l.i racine né-

gative est donc comprise entre — i et o.

La racine positive est plus grande que i, car pour II =r i le premier

membre, encore négatif, se réduit à — (6 — c) 1 i + sin'^^j.

Pour découvrir une limite supérieure et rationnelle de la racine positive

à — c + k/ {b — c)- + l^bc sin*-

de (SI, savoir : U = — r— observons que :

2c sin'--

a- = 6- + c2 — 2bc cos A = (6 — c)- + ^bc sin^ -

l'expression soumise au radical peut donc s'écrire :

A A A A
a- — ftbc sin^ \- ibc sin*— = a^ — ^bc sin- - cos^- = a- — bc sin^A

2 2 ' 3 2

et comme a — aR sin A, R étant le rayon du cercle circonscrit au triangle

ABC, le radical devient : sin A v'4R- — bc, d'où

.. _ b — c + sin A t^4^^' — ^P 6 — c -\- a v'i — sin B sin G
A

—
A

2C sin2- >.c sin2—
2 2

U est donc moindre que '—j— . Or, sin - — y/

h — e -f a =r 2(/) — c), d'où

„« -« V be
2c sin 2

(P — b) {p — c) '

^^

^ p — b
^

On reconnaît aisément que cette limite de V est plus grande que i, ou

que

i > jj — b 1)11 ib > /) \b > f.p ?56 > a -{- ^

cette dernière inégalité est exacte, puisque eu remplaçant a par sa plu?

grande valeur 6 -|- c, on a encore :

36 > 6 -f 'ic ou h > c suivant l'hypothèse admise.

Substituons d'ailleurs à U l'expression —
-_zr/,'

*^" trouvera, en réduisant :

b — i^ — b) {p — g; _ JJJP — a)

c c

valeur essentiellement positive ; ainsi la racine positive est comprise entre

I et » ; elle est encore comprise entre i /- et -,

.

.actuellement, posons dans <r «m •>.) .r —r Uy et v = «r on obtionl le-
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formuleg :

(4) y =_ H' + "'^°'^) _ KM - 1)

' + u ~" U2 - -

_ cU(x + U Bin-^
^) _ à(u + siu2^;) _ ^^^ _

^

c

dont les dernières résultent de l'élimination de sin^ - au moyen de (3)

.

On voit que les deux valeurs de y correspondantes à celles de U sont

toutes deux positives, l'une inférieure, l'autre supérieure à c, et que celles

de X sont de signes contraires, la positive étant moindre que b.

Dans le cas actuel de l'eUipse circonscrite, les foyers doivent être situés

sur les côtés eux-mêmes : on prendra donc concurremment la valeur posi-

tive de U, la positive de x et la plus petite des deux valeurs de y.

Expression des axes de lellipse. On u, pour le grand axe

grand axe t=; a; + t/ =; ol i + U sin^-
|

et pour le carré du petit axe

2 A
(x + y)"- — FF' = [X + ijy- — a;' — //- + '^xy cos A := !\xy cos"^—

4c2u/i + U sin^'^j'cos^^
^

.
(I + w

d'où l'on déduit, pour le paramètre P, ou ordonnée du foyer :

A / A\ Axy cos2- 2cU( 1 + U sin- ) cos- -

à ("^ + y)
V T-

^

Ces formules permettent de vérifier cette propriété de toute corde de

l'ellipse passant par un foyer, savoir :

AF-
"*"

BF' ~ P '^"
_v
+ c - y — y{c — y )

~ P
d'où

cP = 2y{c — y)

et de même
bP ^ -ixib — .-•)

en utilisant cette propriété et l'expression (,6) de P, on voit que les équa-

tions du problème proposé s'écrivent de suite :

I
,

I ^ a; + y £ j ^ m + y
x^ b — X ,A y c — V „A"xy cos^— ^ '' xy cos^—

%o Hyperbole

Dans ce cas, l'un des foyers F' doit être sur le côté AB, et l'autre F, sur

le prolongement du côté AC, ou vice, versa, et l'on aura en tirant CF' et BF
CF' — CF = BF — BF' =. AF — AF' ^ m — y — axe transversale.
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Il en résultera par des calculs analogues ft ceux de l'ellipse

(7) x{a; — y) = bijc — y cos--

J

(8j y(.r — y) = o^A- cos2^ — i/j

d'où par division membre à membre et en posant x = Vy
A A

(9)
cU-cos2 (6 -f c)U 4- b COS-- = 0.

La même équation (9) sert i)Our résoudre les deux cas spécifiés ci-dessus.

Ou voit que les racines sont réelles et positives, comprises entre o et i pour
b + c

la plu? petite et entre 1 et ^ pour la plus grande. En effet, pour ces

C COS-*

trois valeurs successives de U, le premier membre de (9; devient :

\ A A
-\- b cos"^' , — (b r 0' sin- - , -f- b cos^ -.

'-' "i ">.

Les inconnues n- et y ont pour expression :

/,T .,A \
cl U cos- 1 I

y ^ g——

cu(u C0S2^ — l \ *[u — cos2^)

Pour u > I on a j? > é et y > c, ce qui est conforme à la figure.

Pour U < I on a a; < 6 et y > c, ce qui convient au second cas où la

position intérieure et extérieure des loyers est intervertie.

On trouvera pour paramètre :

aa;w sin^A ,,/,, .,A \ . ,A
•' - 2cL( u cos- I ) sin--

p 3 _ ^ \ 3/ 2

X — y (U — I^2

et l'on pouria vérifier la propriété

ft aussi

CF AF ~ P .u — b X — P

1 J_ _ ? '1 1 2 (''

AF'
"•"

BF' — P '^" y
"^ r^^ — P '

H. Lecocq.

Les côtés d'un triangle ont pour mesures respectives trois nombres
fiUiers en progression arithmétique. Si l'on ajoute 3o à la mesure de

chaque côté, le rayon du cercle inscrit auymenlc de 17, et, si l'on ajoute

60 à chaque côté, le même rayon atigmente de 20. Calculer les côtés de ce

triangle.

(") Sous la condition que les foyers soient situés sur les côtés dun
triangle, il y a donc trois ellipses el six hyperboles circonscrites.
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On a

,• = V
/(P — ^) (y ~ b){p—. c)

Soit m la raison et b le terme moyen. On aura

a, ^=^ h — m, c =r /^ -j- m, p =.^
^

b
. r b b

p — a = - + »i. p — b =z -, p — c = m.

Par suite, on a :

y 12

Si b augmente de 5o. m ne change pas, et r augmente de 17.

D'où :

(») • + ., = ^/i£±WEM'.
On a de même :

(3) . + ,o = y/Q:MiHÏ^.
Elevant ces équations au carré et les retranchant deux à deux, on

trouve :

2 5oo + looè
(4' 34 r + 289 =

12

3 600 -|- I lioè

(6' -256 — loar = >42

(7) A — 4r = 10

équatious qui donnent b ^= 26, >• =; 4-

L'équation (i) donne :

i2r^ _- ^2 — 4**^^"»

ou

., b- — 12»--

4

et

l/é- — 12^2
tu =^ î^

ou, après substitution, m = 11.

Les autres côtés sont :

a =: A — m = 26 — 1 1 = i5

c = b + JM =: 26 + II = 37.

Un quadrilatère circonscrit à une circonférence de rayon donne' à

deux angles opposes droits. On connaît sa surface, et on demande les

longueurs de ses côtés et ses angles. Discuter le problème.

Soit ARCn ce quadri]atf»re. On pose :

AB = .V, BC ^ y. CI» .:. DA =^ u.
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On a, d'aprè? un théor&mc connu :

(ij X + s =^ >j + u.

D'autre pari :

^{x + y + c + u)R = S,

ou

(2) x + y+s+u=^^. •

Les triangles ADB et CDB étant rectangles, et ayant Ihypoténuse com-
mune, on a :

c- + «- = y- + --,

ou

j;^ — j^ — y- ~ u-,

ou encore

(x ^ z) ix — s) =: {y 4- il) (y — m)

or, à cause de (i) :

g; ./; — c =z 1/ — u

(Combinant n) et (:'>;. on a :

X =^ y cl ; = M.

Cela posé, l'équation (j) donne :

(4, x+ c^ l
et la surface du quadrilatère peut s'écrire :

(5) xu =: J? ou x; =. s,

Les équations (4) et (5' donnent :

(6) *-^ — ^ z + a — Q.

D'où

X i _ S dz y-S^—"1R3S
y\- 2R

La condition de réalité des racines est

S > 41^'.

Pour calculer l'angle B et un supplément D. je joins AC. Les deux

triangles ABC et ADC donnent :

^^ + y^ — 2.ry cos B = î- -f m- + 2su cos B,

ou, comme
y =: X cl u ^^ s,

:ix'- — aar- cos B -^ 2J- + -ic- cos K,

D'où

Ou, en remplaçant x et ^ par leurs valeurs,

^S2 — 4R^S
«^8 B VlTTR - •

D'nn l'angle B. ft. par «nite. l'angle D son snpplôraent.
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Calculer l'angle A d'un triangle. connaissoAit les côtés b et c, et sa-

chant que la sur/ace est égale à m fois celle du cercle décrit sur le troi-

sième côté comme diamètre. Entre quelles limites peut varier le nombre

positif m ?

On a

D'où

a^ := 6- + e- — -ibo cos A.

_ m.T.a'^

Par suite

il := 26c
•rem itwi

i.bc sin A ,., , ., i a— = 6- + c- — ibr cos A,

2Ô6- sin A = ~m{Jb- -h c'-) — ibc-m cos A.

ou. en exprimant les sinus et cosinus en fonction de la tangente

?.bc tg A =: '!tni{b- + C-) y/i + tg-A — ibcTzm.

ibc tg A -f i-Ktnbc = izm{b'^ -\- c-) yji + tg'-^À.

On élève les deux membres au carré et on a

'yb-c"- tg2 A + W'C'^izm tg A 4- '\T:-m''-b'^r''- = r-^m^b^ + c2)2(i + tgî A),

ou

[4è-;c2 — T^m^ièi -p c'-ijsjtg^ A + «^y2c2-</( tg A — -2„i2(52 _ ciy- —
La condition de réalité des racines est

i65*c4Tc2m2 -!- -re2m2(62 — c-')2[462c.; _ TJm'^ib-^ + c^y-J > o.

ou

., ^ 46-^c2(62 + C2)2
"*" < -^27X1

OU enfin

et

-2(^2 + r2^2('62 _ ^ayr

-2(62 _ c2l2mi <

m <

462c2

26c

T:{b- — c-)'

Soit le centre d'un cercle de rayon R. Par un point P pris à l'inté-

rieur du cercle à la distance a du centre, on mène la corde AC faisant

l'angle a avec PO et la corde BD perpendiculaire à AC.

Calculer en fonction des quantités Ra et a ;

i» Zcs longueurs PA, PB, PC, PD;
2° ia surface du quadrilatère ABCD ;

3° Etudier la variation de cette surface en supposant que a ef R sont

constants et que x carie.

On mène 01 perpendiculaire û la (;orde AC.
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On a :

PA ^ Al
t

U' ^ <:i f rP = PC + 2PLI.

ou

PA — \\] — nPl.

et, dans le triangle rectangle OIP,

PI -— a cos X.

D'où

1) PA — PC =: 2a ces a

La propriété connue des sécantes dans le cercle donne

PA — PC = PM.PN = (R — a) (R + a}

ou

(2) PA PC = k^ — a2,

PA et PC sont les racines de l'équation :

(3;
--' — la cos a; — K- — a-) = o.

Les racines sont :

^ — a cos a d- \/R- — o^siU'^a

D'où

(4) PA = ^/R- — a- sin-a + a cos a,

('); PC =: y/R- — «2 sin^a — a cos a.

Pour avoir PB cl PI), il faut remplacer dans PA et PC l'angle 2 par

2

On a :

(6) PB :^ ^/R- — a- cos- x — « siu x,

PC =: y/R* — a- cos- X + a sin a.

La surface du quadrilatère ABCI» est égale à la moitié du produit des

diagonales

(8) S = - AC X BD = 2 0R2 — a-^ sin^ a) (R2 — a^ cos-* x)

.

On déduit de là :

S2 = \y\i^ — a'^ sin-a) (il- — a- cos- a).

Les deux facteurs variables ayant une somme constante, le maximum Je

leur produit aura lieu quand ils seront égaux, c'est-à-dire quand

sin X = cos X. D'où a =; 4-"'' Et la valeur maxima de S sera (2R'- — a-).

Entre les côtés d'un angle droit xoy, on mène deux droites antiparal'

léles de longuevrs donnres, AB = a, AT.' = a'. On forme ainsi un qua-

drilatère inscriptible ABB'A'.

i» Démontrer la relation 4B'- = 'i- + a-, R étant le rayon du cercle

circonscrit au quadrilatère.

2" Déterminer la portion du quadrilatère, connaissant de pltts la

distance OC = b du point au centre du cercle.

Les droites AB et A'B' étant antipiuiillèles, le» deux triangles OAB. OA'B

sont semlil!ilile< (luoiquf non semljlalilemcnl placés, et l'on a :

OA Oit

on (tv
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D'où

OA X OA' = OB X OB'.

Les quatre points AA'BB' sont donc sur une circonférence.

Dans les triangles rectangles AOB, A'OB', on a

a2 = DÂ" + OB^

rt'2 = ÔA'' -f OB'" .

D'où

ni 4- a'i = OA' r ÔB' + ÔÂ" + 0¥"

= (OA -f O.V)2 -r (OB -t- OB')2 40A.0.4'.

Mais, si l'on mène les perpendiculaires 01 et OM aux cordes AA' et BB
,

on a

OA + OA' ^ aOi

OB f OB ^ 2OM.

Par suite

(OA H- 0A'j2 = 401"-

(OB -t OB';^ = 40X1" .

D'autre part, si l'on imagine menée la tangente i du point à la circon-

férence, on a

OA.OA' = f2 ^ hi — ?,i.

Par suite

«2 + a'2 == /^(ôj- = ÔM' ) — 4*2 + 4R2;

or

Donc, enfin

or A- OM' = A-'.

a2 + a'2 = 4R2.

TROISIEME PARTIE

BIBLIOGRAPHIE

Problèmes de géométrie élémentaire, groupés d'après les méthodes à

employer pour leur résolution, par Yvan Alexandroff, professeur de ma-

thématiques au lycée de Tambow (Russie), traduit du russe, sur la sixième

édition, par D. .Aitoff. (Librairie scientifique, A. Hermann, 8. me de la

Sorbonne).

Cet ouvrage, très intéressant, a ceci de particulier qu'il classe les pro-

blèmes d'après les méthodes à employer pour leur résolution.

M. Alexandroff s'attache surtout aux méthodes suivantes : lieux géomé-

triques, .similitude, constiuctions inA-erses, symétrie, ti-anslation, rotation,

inversion, application de l'algèbre à la géomélrie. En tète de chaque cha-

pitre est un exposé de la méthode à employer, suivi d'un nombi'e considé-

rable de problèmes types, avec une solution complète pour chacun d'eux.
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l'uis, vieiiiieiil les exercices pouvant f-tre facilenient résolus, si l'on scsl

l)ien assimilé la marche suivie dans les problèmes résolus.

Cette classification offre les plus grands avantages et donne les meilleurs

résultats.

Le livre de M. Alexandroff comble une véritable lacune et nous ne dou-

tons pas ([u'il ail le même succès en France qu'en Russie, où il a atteint

en peu do temps .sa sixième édition.

Notions cotnplémentoires sur les courbes usuelles, par P. B.\rbakik, pro-

fesseur de mathématiques élémentaires au lycée de Bordeaux (Librairie

Nony et C^e, 33, boulevard Saint-Germain).

Cet opuscule a été rédigé tout spécialement pour les élèves de la classe

supérieure de .Mathématiques élémentaires.

Peu de traités de ce genre présentent la même clarté et le même intéi'èt.

Les questions y sont traitées par des méthodes toujours simples, et les

candidats ne pouiTonl que tirer le plus grand profit de la lecture de cette

brochure.

Sur fes transformées des radicaux doubles réels ou imaginaires, par

Léon MoRE.\i]. docteur en sciences physiques et mathématiques (Bruxelles,

Charles Rozez, 8i, rue de la Madeleine. — Paris, Giard et Brière, éditeurs.

i6, vue Soufflot).

Cette brochure commence par un exposé très net de Ifa théorie des nom-

hres complexes.

Les divers cas de transformation des radicaux y sont ensuite traités

d'une façon très ingénieuse, en partie nouvelle, et où notamment se trouve

établie clairement la discussion relative à la fixation des signes.

Ce petit ouvrage se recommande par lui même à tous ceux qu'intéressent

les mathématiques, professeurs et candidats.

Géométrie cotée, par Lucien Ib.\cu, directeur de l'Ecole Malesherbes et

(i. Mariaud. professeur à Sednte-Barbe.

Il ne nous appartient pas de faire l'éloge du livre de Géométrie cotée de

MM. Ibach et Mariaud. Tout ce que nous pouvons dire, c'est que toutes les

questions y sont traitées de la façon la plus complète. Pour chaque ques-

tion, les auteurs ne se contentent pas d'une solution : presque loutes com-

portent plusieurs solutions, qui y sont exposées et développées. Dans

cliaque cas particulier, l'élève pourra choisir la plus rapide et la plus élé-

gante et s'habituer à faire ainsi sans difficulté et dans le temps voulu les

épures comprises dans les programmes des Ecoles.

Le traité est divisé en deux parties : le texte et [C'A planches. Cette dcr

nière partie comprend -lY^ planches admirablemoiit gravées et qui ne

pciiveiil (|\n- fucililer U- travail du candidat. Kien n'a été négligé dans ce

hut.

Connu.' 1<- dit dans sa préface M. Klein, directeur de l'Institut cummer-
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cial, qui a bien voulu présenter ce livre aux lecteurs : « Ce traité, bien

« étudié, bien conçu dans l'esprit des programmes, contient tout ce qu'un

« candidat sérieux doit posséder; il rendra des services signalés aux jeunes

« gens... et il se distingue très nettement et très avantageusement de tous

« ceux qui ont été écrits avant lui. »

Opinions et Curiosités touchant la Mathématique, d'après les ouvrages

français des xvi^, xviie et .wni^ siècles, par Georges Maupim, licencié

es sciences mathématiques et physiques, i vol. in-S" carré de 200 pages,

avec figures, cartonné à l'anglaise. Prix : 5 francs (Georges Carré et

C. Naud, éditeurs. 3, rue Racine, Paris .

Quelles opinions avaient de l'utilité des mathématiques dans les siècles

précédents non seulement les savants, mais surtout les faiseurs de liAres

et même les ignorants ? Quels avantages pensait-on en retirer pour l'édu-

cation
;
quelle liaison singulière voulait-on établir entre la doctrine mathé-

matique et la religion ? Voilà ce qui est traité dans ce volume. En donnant

des extraits curieux et piquants des auteurs qu'il cite, M. Maupin ne s'est

permis d'y ajouter que de brefs commentaires et de courtes notes biogra-

phiques, ne voulant rien ôter de leur caractère aux textes mentionnés.

Ajoutons que ce n'est pas là un ouvrage savant et que, dans ses parties

les plus saillantes, on s'est efforcé de le rendre intelligible à tous ceux qui

ont en mathématiques des connaissances juoyeunes. Ce livre a, par

ailleurs, un côté documentaire qui séduira les personnes qu'intéresse révo-

lution de l'esprit mathématique à IraAers les graves querelles d'écoles et

les discussions brûlantes des dogmatistes. — Les mathématiciens trouve-

ront un vif intérêt à cette excursion rétrospective dans le domaine de la

géométrie, et les curieux, que n'effrayent pas les soutenances imprévues,

prendront plaisir à l'intervention des mathématiques dans le dogme de la

Présence réelle. — D'autre part, le volume de M. Maupin, en tout décidé-

ment instructif, nous donne, en manière d'actualité, des aperçus originaux

sur ce que pensaient de l'utilité du latin dans l'enseignement les maîtres

d'autrefois. — Rien des idées que nous émettons aujourd'hui sur ce sujet

sont, à la vérité, celles d'hier et nous devons au livre de M. Maupin la

satisfaction de l'apprendre.

»

Le Journal du Ciel, revue scientifique commuée par l'Académie des

sciences (directeur : Joseph Yinot ^, lauréat de l'Institut), cours de

Rohau, Paris, est un journal de vulgarisation des plus intéressants. Ses

notions populaires d'astronomie pratique sont à la portée de tous.

Par une ingénieuse combinaison, le Journal du Ciel prête à chacun de

ses n bonnes une lunette grossissant cinquante fois en diamètre.

Lp Directeui-géranl,

Georges MARIAUD.
SAINT-ÀMAND (cher). — IMPSIMERIE SCIENTIFIQUE KT I.ITTKRAIRK BIISSI^BR tBEBI'
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PREMIÈRE PARTIE
Quesiions proposées aux Caiiclidats

r. — A L^ÉGOLE SPÉCIALE MILITAIRE S^-CYR

459. MailiiMiialitiiies {Concours de 1899). — I. Dans un

triangle BAC, on donne liC = a, l'angle A, et, entre B et C. un

point I (BI = d).

i" Le point I étant le point de contact du cercle inscrit au

triangle avec le côté BC, calculer le rayon de ce cercle inscrit
;

2" Le point I étant le point de contact avec BC d'un cercle

ex-inscrit, calculer de même le rayon de ce cercle exinscrit;

3° Construire géométriquement le triangle dans ces deux cas et

montrer que les triangles obtenus sont égaux.

II. On donne dans l'espace un cercle et deux droites AX et

BY rencontrant la circonférence en deux points A et B diamé-

tralement opposés et dont l'une AX est perpendiculaire au plan

du cercle. Par un point quelconque M de la circonférence, on

mène droite iMxr rencontrant ù la fois AX et BY. Démontrer :

1° Que les deux plans MAX et MBY sont rectangulaires;

2° Que, si l'on coupe ces trois droites par un plan perpendicu-

laire soit à AX, soit à BY, le triangle, qui a pour sommets les

trois points de rencontre, est rectangle.

460. Epure {Concotirs de 1899). — Tracer une droite pa-

rallèle au bord inférieur de la feuille à 10 centimètres de ce bord;

sur cette droite marquer un point S à 2 centimètres du bord de

droite et prendre SA égale à 20 centimètres. Le point S est la

projection horizontale d'un point S de cote 20 centimètres, et la

droite SA est celle d'une droite SA de l'espace.

On mène par SA les deux plans de pente — et par S le plan

perpendiculaire au plan SSA, de pente , et coupant OA entre S

et A, Ces trois plans et le plan horizontal déterminent un té-

traèdre SABC.

Un cône, dont la directrice est une circonférence située dans le

plan horizontal, de centre A et d'un diamètre égal à 1 1 cenli-

JOLHNAL or MATII. KLKM. — 1890. H
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mètres, a pour sommet un point T, de cote lo centimètres et se

projetant horizontalement en S.

Représenter le corps solide opaque commun à ce cône et au

tétraèdre SABG.

Construire les tangentes aux projections horizontales des

courbes d'intersection de ces deux solides : i° aux points de ces

intersections situés sur SA; -i" aux points où ces tangentes aux

projections sont perpendiculaires à SA ;
3" aux points où elles

sont parallèles à AB ef à AC.

461. Cahriil Irigonoiiiélrique {Concours de 1899). —
Calculer les angles et la surface d'un triangle dont on donne les

trois côtés : „ . ,

,

a = ù 2oG mètres,

6 = 3 402 mètres,

c = 3 3oi mètres.

(Les candidats doivent se servir de tables à 5 décimales).

469. Questions posées à l'oral. — Etudier la vaiia-

tiûii (le la fonction :

.if — dx -+- 9.

•' {œ -\- 1)-

— Construire une ellipse, connaissant un loyer, deux tan-

gentes et le point de contact d'une des tangentes.

— Four quelles valeurs de a la fonction y = -.5 7:^ ^ X- — 3.r -h 2

a-t-elle un maximum et un minimum?
^ - , .,, . ,. . 2 si n a H- sin 'la— Rendre logarithmique l expression —-. :

.° ^ ^ 2 sin a — sin 2a

^ 1
cos a f, ,

,
.a-— On donne cos x = —.—r . Calculer tg - .

sin b ° 2

— Résoudre le système d'équations :

X -t- y -\~ XIJ ::= 116

x^ -\- if — (a? H- y) = 188.

— Construire une parabole, connaissant son foyer, une tan-

gente et le point de contact de cette tangente.

On donne un trapèze et l'on prend sur l'un des côtés non paral-

lèles un point divisant ce côté dans un rapport donné - : mesurer

la l(jngueur de la parallèle aux bases menée par ce point.

— Inscrire dans un triangle un rectangle dont on donne la lon-

gueur de la diagonale.
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_, j , , , , 1 II M sina-Hsinè— Rendre calculable par loiraiitiimes I expression-: -.
—

j.
' ^ ' sina— sino

— Résoudre le système d'équations

TV — 3ij -^ :: = 1

3x -\- y — 4- = ^

5x — 3y — 5^ = 3.

— Résoudre l'équation

3 tg J? H- 4 cotg a: = 5

et l'équaliun

lg3./--^ ig.c=^i.

II. — A L'INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE

463. ^lalliéiiialiciiies (Concours de 1899). — 1° Déter-

miner toutes les valeurs de l'arc x qui vérifient l'équation :

cos O" -h [/'d sin .r -H \/2 =^ ;

2° Calculer les côtés d'un triangle rectangle connaissant le

ravon r du cercle inscrit et la longueur d de la bissectrice inté-

rieure de l'angle droit.

4(>i. Plivsiqiie el Cliîiiiîe {Concours de 1899). —
1° Exposer le principe et donner une description sommaire d'une

machine électrique à courant continu ;

1° On prélève un demi-mètre cube dans de l'air dont la tempé-

rature est 270", 3, l'état hygrométrique i/3, la pression 76 centi-

mètres de mercure. On fait passer cet air sur des substances

desséchantes et on l'introduit dans un corps de pompe cylindrique

entouré de glace fondante, dont la section est de 5 décimètres

carrés. On demande quelle est, évaluée en kilogrammes, la force

qu'il faut faire agir sur le piston, supposé de poids négligeable,

pour que l'air occupe dans le corps de pompe, une hauteur égale

à 4 décimètres, la pression atmosphérique, qui est restée inva-

riable, continuant d'ailleurs à agir sur le piston,

La densité du mercure est i3,56 ; la force élastique maxima de

la vapeur d'eau à 27", 2 est équilibrée par 27 millimètres de mer-

cure; le coefficient de dilatation de l'air est —:z\

273
3° Ammoniaque. Origine des composés ammoniacaux.

405. Epure {Concours de 1899). — La ligne de terre est le

petit axe de la feuille. Un cube dont l'arête est de 8 centimètres,
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a l'un de ses sommets A dans le plan horizonlal, sur le grand

axe de la feuille, à lo centimètres en avant du plan vertical; la

diagonale de ce cube, issue de A, est verticale et dirigée vers le

haut; l'une de ses arêtes issues de A est située dans un plan de

profil et dirigée en arrière.

Représenter ce cube par ses deux projections, ainsi que sa

section par le plan qui passe par son centre et la ligne de terre;

donner aussi le rabattement de cette section sur le plan hori-

zontal.

On l'era la distinction des parties vues et cachées comme d'ha-

bitude.

III. — AU BACCALAURÉAT
LETTRES -MATHÉMATIQUES

406. .^lathéniatiques (ObUfjfaloire). — Etant donné un

cercle de rayon R et deux tangentes PA, PB faisant entre elles un

angle a, calculer le rayon ^" du cercle D tangent aux deux droites

PA et PB et tangent extérieurement au cercle donné C. Cas parti-

culier où a :^ 60°.

{Ah choix). — a) Sensibilité et justesse d'une balance.

b) Théorème de Varignon.

c) Démontrer les théorèmes qui conduisent au volume de la

sphère,

467. Physique (Obligatoire). — Un tube vertical, fermé

à sa partie supérieure, est renversé sur une cuve à mercure large

et profonde. Sa longueur est de 1 mètre ; sa section est de 1 cen-

timètre carré. 11 contient à sa partie supérieure de l'air dont la

pression est de 20 centimètres de mercure ; la pression extérieure

est de jjo millimètres; la température de 10°. On enfonce le

tube dans la cuvette jusqu'à ce que le niveau du mercure soit le

même à l'intérieur et à l'extérieur. Quelle sera la longueur oc-

cupée par l'air dans le tube? Quel est le poids de cet air?

(Ali choix). — a) Solénoïdes.

b) Courants électriques.

c) Induction électrique.
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IV. — BACCALAURÉAT (J.ETTKKS-SCIKNCES)

468. ^Iatliéiiialîc|ii<.'s (OhiujoAolni). — Etant donné le

secteur circulaire droit BOA et la tangente en A, mener une tan-

gente DE telle que le trapèze OAED soit équivalent à un carré

donné.

{^Au choLv). — a) Centre de gravité d'un trapèze.

b) Réduction à deux d'un nombre quelconque de forces appli-

quées à un corps.

c) Balance romaine.

lOi). Physique {Obligatoire). — La chaleur dégagée par

la combustion de .) grammes de charbon a élevé à 3°, 12 la tem-

pérature d'un calorimètre dont le poids évalué en eau est de 7 ki-

logrammes. Quel poids du même charbon faudrait-il brûler pour

fondre 100 kilogrammes de glace à 0°, chautîer l'eau de fusion à

12° et la volatiliser à la même température. La chaleur latente de

fusion de la glace est de 80 calories; la chaleur latente de vapori-

sation de l'eau à t" est 606, 5 — 0,696^ calories.

{Au choix). — a) Machine dAtwood.

b) Pendule. Applications.

r) Puids spécitique des solides.

V. _ AUX ÉCOLES^ D'AGRICULTURE

470. Arilliiuétiqiic el Alîi:èl)re {Concours de 1899).

—

Trois ouvriers sont employés à faire un travail. Le deuxième

pour faire le travail seul, mettrait nioilié plus de temps que le

premier; le troisième, pour faire le travail seul, mettrait un tiers

de plus que le troisième.

Sachant qu'à eux trois, travaillant cnsouible. ils ont mis

soixante-douze heures pour faire la besogne, on demande ;

1° De calculer le temps que chacun mettrait pour faire seul le

travail
;

2" De partager le prix du travail, qui est de 91 francs, entre li-s

trois ouvriers, proportionnellement à la besogne faite par chacun

d'eux.

171. («<'OHH'h*il' {Concouru de 1899). — Dans un tétraèdre

SABC, la busc .VBC et la face SB(J sont des triangles équilaléraux
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à côté connu a, comprenant entre leurs plans un dièdre égal à

60°. Trouver en fonction de (a) : 1" la surface totale du tétraèdre;

2" son volume.

472. Plivsique et Cliiiiiie {Concours de 1899). —
1. Physique. — Détermination de la chaleur spécifique des corps

solides et liquides par la méthode des mélanges.

II. Chùnie. — Chlorures de sodium et de ])otassiuui. Acido

chlorhydrique.

Vf. — AUX ÉCOLES DE COJMMERGE

4T3. Arilliiiiéliqiie. — On prend trois lingots d'argent

qui ont respectivement pour titres : o.gS ; 0,80 et o,5o.

Le poids du premier lingot et le poids du second sont propor-

tionnels à 3 et à 4-

Le poids du troisième lingot est double du poids du second

lingot.

Les trois lingots fondus pèsent ensemble 3 800 grammes.

On demande :

1° Quel poids de cuivre ou quel poids d'argent pur il faut

ajouter au lingot total pour fabriquer un alliage pouvant servir à

frapper des pièces de 1 franc en argent?

2° Quel sera le nombre de pièces de 1 franc frappées?

474. (jiéoiiiélrie. — Mener une parallèle DE à la base BC
d'un triangle ABC, de façon que lair du trapèze DECB qui en

résulte soit mo3'enne proportionnelle entre l'aire du triangle

donné ABC et celle du triangle ADE par cette parallèle.

475. Algèbre. — Transformer l'expression

yix^ H- a; -i- 1 — [/œ- h- i» -h 3

en une autre qui ne contienne que deux radicaux simples.

476. Calcul logai'îtli inique. — Calculer :

L 5'v/3,4865 J



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES KLEMEN PAIRES 167

DEUXIÈME PARTIE

Questions diverses

419. — Deux droites parallèles et deux points étant donnés, tracer par

ces points deux droites qui se coupent sur l'une des parallèles et forment

avec l'autre un triangle de surface donnée.

49». — Transformer un triangle rectangle en un triangle isocèle qui

lui soit équivalent et qui ait avec lui un angle commun. Combien ce

problème a-t-il de solutions? Montrer comment, en s'appuyant sur ce

théorème, on peut transformer un polygone régulier en un autre qui lui

soit équivalent et ait deux fois plus de côtés.

499. — Si, pour construire le quadrilatère A13CI), on ne donne que les

trois cotés AB, BC, CI) et la diagonale AG, le quadrilatère est indéterminé.

1" Quel est le lieu du sommet D? a" Quel est le lieu du milieu de la

diagonale BD : 3» Quel est le lieu du miliru de la droite qui joint les

milieux des diagonales }

480. — Démontrer que si, dans un triangle, deux bissectrices sont

égales, le triangle est isocèle.

4t*l. — Résoudre un triangle connaissant un coté, l'angle opposé et la

bissectrice relative à ce côté. Construction géométrique de ce triangle.

482. — Démontrer que, si l'on fait tourner successivement autour de

deux de ses côtés non parallèles un parallélogramme donné, les volumes

engendrés sont en raison inverse de ces côtés.

483. — Construire un triangle connaissant le centre du cercle inscrit

et les pieds d'une médiane et d'une hauteur issues d'un même sommet.

484. Géométrie descriptive. — Étant donné dans le plan horizontal un
triangle quelconque ABC, trouver les projections du tétraèdre SABG
Irirectangle en S. Déterminer les faces et les angles dièdres de ce tétraèdre.

Déterminer le centre de la sphère circonscrite et le centre de la sphère

inscrite.

Calculer ensuite le volume du tétraèdre et les rayons de la sphère

inscrite et circonscrite en fonction des côtés AB, .VC, BC.

TROISIÈME PARTIE

Questions diverses avec solutions

Résoudre le système de deuu; é(/ualions :
•

ax + by = ap + bq.

>^- + y- +• xy =-. p- + q2 4- pq.

Les équations proposées peuvent être écrites :

(i) aix -~ p) + biy — q) .- o,
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Posons :

(3) o; — p =. x\ y — q =^ y.

Les équations deviennent :

aM -(- iy' = o,

ou, en développant cette seconde équation :

(5; x'"- + y""- + x'y' + "ip + !?>' + \n + Ï>)'J' — o-

Soit b = o.

Alors de (4)- on tire :

a
g =- ^.v.

Et, en portant dans (5),

{a- + b- — ab).v'- — ira(25r -|- p) — biip -f- q)~\x' = o.

Donc, on a les solutions :

i" x' =^ o on X ^= p^

a»

d'où

i/'
= ou y = q.

*[a(2g' + i^^
— *(2i5 + g-)]

X = ce' + p

a- + b- — ab '

— p'a- — b-) 4- qb{ia — b)

«2 -\- b- — ab
'

^ _ a[è(2jj + g') — ai'ig + p)']

y — ai + b*- — ab '

d'où

y ~ y + 1
— q(afi — b-) + pa{ib — a'

a- -{- b- — ab

Calculer la hauteur abaissée du sommet A d'un triangle sur le côté

opposé, connaissant l'angle A et les deux segments déterminés par la

hauteur sur les côtés opposés. On donne A, BD = m, DC = n; et on

demande de calcule)- AD =: x.

Soient x la hauteur, a et ? les deux parties de l'angle A.

Les triangles rectangles ABD et ACD donnent :

m = J7 tg a. n = X tg ,3.

D'eiilleurs

A = a + ii.

Donc

tg A _ tg .a + ji) -
I _ tg a tg ? '

ou
,^ . (m + '»')x

''
x'^ — ma'

d'où
.r- tg A — {m -\- n^x — nm tg A = o.
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Tour qu'uni- racine de colle équalion soil acceptable, il faut qu'elle soit

réelle et |)osi(ive. La condition de réalilé {??i -\- n- + 4«în tg^ A ^ o est

loujour? satisfaite.

Le produit des racines est — wu; donc les racines sont de signes con-

Iraires : u y en a toujours une posiuve. La somme est .

tg A
Si A < yo», la racine positive est la plus grande valeur absolue.

Si A > 90", la racine positive est la ijIus petite en valeur absolue.

On a alors :

pour A < ... X =z
»' + n + y (m + nf^ + !imn tg-J A

2 tg A

pour A > o. .>; = m -\- n — \^{m + n) ^ + '^mn tg2 A
:i Ig A

Déterminer les valeurs des arcs x et y qui vérifient les deux équa-
tions :

sin X + siu y =; i, cos 2X + cos ay = i — a-,

dans lesquelles a représente un nombre donné.

Remplaçons cos 2a- et cos iy par leur valeur en fonction de sin x et

de sin y.

On a :

cos IX = i — 2 sin2 X, cos iy =z i — 2 sin- y.

L'équation cos ix -\- cos ly =^ \ — a- devient alors :

I sin2 X + sm- y = !—

,

^
2

Or, de sin a: + sin y = i, on tire, en élevant au carré :

sin- X -f- sin- y -\- 2 sin x sin y = i.

d'oii, en remplaçant sin- x + sin- y par sa valeur tirée de l'équation ^i}.

il vient :

(2) Sin X sin y = —;— .

Donc sin j; -f sin y sont deux inconnues dont on connaît la somme i

et le produit —^—- ; ce sont donc les racines de l'équation du second

degré :

o ... ,
I — a-y --. + —p-=o.

La condition de i-éalité est toujours sallsfaite car les termes extrêmes
sont de signes contraires. Substituons i . Le résultat de la substitution est

—
y

: il est du signe de i — a-.

Comme les deux racines doivent être < 1, il faul que ce résultat soit

positif. Donc, on doit avoir : — i < a«< 1.

Substituons (— i . Le résultat est î^-- ; il est positif, si les condi-

tions |irt,'cc(lcntc- -ojil .-ialisfHilos. comnic diiiltciirs — i l'sl < que la.
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demi-somme i a des racines, — i esl plus petit que les deux racines.

Donc, les racines sont acceptables. On a alors :

I + a . I — a
siQ X = —— ; sin y = .

Calculer sans avoir recours aux tables de logarithmes les valeurs des

arcs s. et y qui vérifient les deux équations ;

X + y = a

sin-x -f- sin-^y =r i — cos a,

dans lesquelles a est connu.

On sait, d'après les formules de la multiplication des arcs, que l'on s

cos 7.x =^ i — 2 sin"-^.

Doù

De même

Donc

I — cos iy

. , I — cos iy
sin-y = .

. , ,
• 9 cos -ix -\- cos 2y

svà-x + sin^y =^ I
—

D'ailleurs

cos 207 + cos 2y + 2 COS {x -j- y) cos {x — y) = 2 cos a cos v^ — y).

L'équation

sin^^ + sin'j/ = i — cos a

peut donc s'écrire :

I — cos a cos (x — y) == i — cos a,

ou

cos a cos {x — y) = cos a.

Supposons cos a différent de zéro, c'est-à-dire

a $ Kt: + ^

.

2

l'équation deviendra

cos {x — y ) = I •

D'où

x — y = 2K-.

Les arcs j: cl y sont déterminés par les équations .

X — y = a
.1- — y = 2K-,

K étant un nombre entier quelconque positif ou négatif.

Doù, en ajoutant, puis en retranchant

IX =: a -j- 2Klt,

xy = a — 2Kr.
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d'où

a ,.

si cos a = 0, on a a --^ Kr. -}-
"•

En particulier, pour K =^ o, il vient

or= -.
2

y et^l le complémenl de x.

La seconde équation devient

sin^x + èin-|- — x\ = i

qui est une identité puisque

?in-( ~ — .v\ = ros^.r.

Couper une sphère dominée par un plan de manière que le rapport du

plus grand segment sphérique ainsi détermine au cône quia pour som-

met le centre de la sphère et pour base la section soit égal à m.

Soit X la distance 01 du centre à la base AB du segment 01 = x.

Le volume du segment est :

V = l <R + 07)3 4- i t: Al' (R -f x).
6

Le volume du cône AOB est

Or

Y' = ^ TC Al'^ X JC.

xf = Ri — xi = fR -I- X) (R

Donc l'équation du problème est :

V ^ ^^^
(R + x^ + 3(R + x)UR-x^

V '

2a;(R + x) (R — x) '

et, en simplifiant :

R + x)' + 3(R- — X-) = ^mxiR — x).

ou encore :

(m — i)x'' — R;i)i — 2).J' + aR- = o.

Pour que les racines do cette équation soient acceptables, il faut et il

suffit qu'elles soient réelles, positives et inférieures à R.

La condition de réalité est R-(>u — i' ;**! — 9) > o.

Donc, il faut que l'on ait :

m ^ I ou m ^ <).

Supposons une de ces doux conditions satisfaite. Le produit des racines

îR-
esl —^- . Ce produit est du signe de m — i. Si m < i, le produit des

rarint's t>l négatif ; les deux iinijics <o\\\ de ^igne^ contraires, la racine
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> o est seule acceptable. Si m > y, le produit des racines est positif : leur

somme R élanl positiAe, les deux racines sont positives.

Il faut de plus qu'une A^nleur de x pour être acceptable, soit < R. Substi-

tuons R. Le l'ésultat de la substitution est 2R- ^ 0; donc, R est extérieur

aux racines. Si i>i < i . une des racines est < o ; R est > que cette ra-

cine ; donc R est > que les deux racines ; la racine positive est accep-
T R

table. Si m > 1, R est > - somme - des i-acines. Donc, il est plus petit

que les tleux racines. Les deux racines sont acceptables.

Donc, si m < i, une seule solution : x = -
( , 4. » / ^"- 9 \

i y ^ V m— i/'

si 9 > m > I, pas de solution.

si m > 9, deux solutions : .z- = -
( i i . /!!Lzz_9 ).* \ \ m — I /

Sur une circonférence de rayon R on donne deux points A et B,

dont la corde AB sous-teiid Vangle donné a et l'on mène les tangentes

AT, BT' eti ces deux 2^0 in ts. On fait tourner la figure autour du dia-

mètre quelconqve PP' ; montrer que les surfaces engendrées par AB et

par ATB sont d celle de la zone décrite par Varc AB dans deux raj)ports

K et K' indépendants du diamètre PP'. Donner ces rapports et trouver la

relation qui les lie.

On projette les points B, T et A sur l'axe PP' en B', T' et A". Soit

POB = 6 (B étant le point le plus élevé).

On a successivement :

(i; surface corde AB = -(BB' + AA'i x AB,

C2) surface ATB = surface AT + surface TB = •:r(AA' + 2TT' + BB').AT,

(3) surface zone AB ^= i-z x AB'.

Or,

BB' = r sin b,

AA' = r sin (a -f h),

TT' = OT sin

et

D'où

OT

TT' =

>• sin

(' + ?)

(' + ?)
a

cos -

A'B' = OB' — OA' = )i cos * — cos {a + b)']

AT^rlg^.
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El enfin :

corde AB = '.>.>• sin
^

.

Subslituanl ces valeurs dans (i), (2), (3;, on trouve :

(4) surface corde AB = az/-» [sin h + sin 'a + 6)] sin -

ir.r- Mn (6 4- sin i + cos- )

(5 .urface ATB = — ^ ^- -'"'-'-' '
'

cos- -
1

(6) surface zone AB = •<-/- [co? h — cos (/> + a)
|
= .'(-::'/•- sin I ^ + ^

)s1o .-

D'où

(:)

• / /. 1 «\ a . a
sin [ o -\— coâ - sm -

k =: i -i = COS -,
. I , , a\ . a :>.

s>n
(
* +

5. )
^'n

^

sin io~—
I
sin - I I -j- cos- - ) i -t- cos^

(8) K' ^ __1___1./__aA_1.„^^/ ^ __ L\

a cos- sm ( 6 + ) siu - u cos-
2 \ ' 2 / t! 2

Les rapports K et K' sont donc indépendants de l'angle b.

Eliiuluuut cos entre 17) et (8) on trouve :

(9) Iv = -^ .

On a

S =.4-- sin (6+^) sin?.

cos- -

2

Divisant membre à membre, ou trouve :

c 2 cos-
"

S 2
S'

'~ ~; Ta*
I + cos2 ~

D'où

009 2

2S' — S'

et

\/2ir^-S'
ce qui donne l'angle a.

a
cos -

2
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Pour avoir l'angle ^, on écrit :

sin i
-I

=: ,

\ 2/ , , . a
' àTzr- sin -

^ 2

et, comme on connaît l'angle a, la table donnerait b. c'esl -à-dire la direc-

tion de l'axe.
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Calcul de généralisation par G. Oltra.mahe, doyen de la Faculté des Sciences

de l'Université de Genève Librairie scientifique A. Hermann, S, rue de

la Sorbonne).

Le calcul de généralisation faisant l'objet de l'ouvrage di' M. Oltramare,

a pour base la reiirésentation des fonctions uniformes sous une forme sym-

bolique, telle que l'on puisse effectuer sur ces fonctions les principales

opérations auxquelles elles sont soumises, comme leur différentiation et

leur intégration, à l'aide d'un calcnl algébrique très simple à effectuer.

Après avoir étaltli quelques |irincipes généraux, l'auteur s'applique à

déterminer une intégrale particulière de toute équation différentielle ou

aux différences et différentielles partielles linéaires à coefficients constants

avec un second membre, il traite également de l'intégralion des équations

simultanées, des équations aux différences mêlées et de certaines classes

d'équations aux différentielles partielles avec des coefficients variables.

Les procédés dont s'occupe M. Oltramare sont pour l'analyse supérieure,

ce que sont les logaritbmes pour le calcul numérique : ils diminuent, dans

beaucoup de cas, les difficultés de la différentiation et de l'intégration.

Nous croyons que son ouvrage devra être consulté par tous ceux qui

s'intéressent aux mathématiques.

La technique des rayons X, manuel opératoire de la radiographie et de

la fluoroscopie à l'usage des médecins, chirurgiens et amateurs de pho-

tographie, par Alexandre Hébkut, ])réparatear à la faculté de médecine

(Carré et Naud, 3, rue Racinei.

Cet ouvrage correspond à une actualité qui intéresse tout le monde. Tous

les journaux scientifiques ont consacré de nombreux articles à cette ma-

gnifique découverte du D'' Rœntgen, et la presse quotidienne s'en est

emparée au point de vue des faits et des applications pratiques.

M. Hébert a su donner de la technique et de l'emploi des rayons X une

idée assez précise, pour permettre au lecteur non encore initié au mode
opératoire, de produire chez lui ces rayons et de les appliquer sans diffi-

culté à l'inspection des parties profondes du corps humain.

Il indique au lecteur la façon d'acheter le matériel nécessaire, de l'entre-
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tenir en bon état et de s'en servir. S'il veut l)ien suivre le manuel opéra-

toire, d'ailleurs trt's simple, que décril ce petit livre, il aura la surprise

d'obtenir, du premier coup et sans effort, des images d'un genre nouveau,

dont la beauté ne le cédera eu rieu à celle des radiographies qui ont été

publiées un peu partout.

L'Enseignement Mathcmatique, revue internationale paraissant tous les

deux mois. Directeurs ; C, A. L-visa-m, docteur es sciences, répétiteur à

l'Ecole Polytechnique et H. Feur, Privat-docent à l'Université de Genève,

professeur au Collège et à l'Ecole professionnelle. — IMiteurs : Cari'é et

Naud, ?t, rue Racine.

Cette nouvelle revue se présente sous les auspices de deu.x hommes qui

occupent une haute situation dans le monde scientifique : ^F. Laisanl, dont

on connaît les remarqii ailles travaux scient Uifjues et M. Felir, (jui est un

des savants les plus distingués de la Suisse.

C'est assez dire que cette revue offrira le plus grand intérêt à tons ceux

qui suivent le mouvement scientifi(jue.

Cette publication a un caractère franchement et hautement international

et le comité se comjiose des plus éminents mathématiciens de toutes les

nations. Chaque numéro contiendra, en principe: i° des articles généraux;

>." des éludes pédagogiques ; .l" une clironique et des correspondances ;

'|0 une partie hildiograjduque. La philosophie scientifique y tiendra sa

place et les €arliclc> qu'elle inspirera ne mancjueront pas d'offrir au lecteur

un attrait tout particulier.

On ne peut qu'applaudir à la fondation de celte u'uvre nouvelle, an

commencement de ce x.\<= siècle, puisque ce siècle, comme le disent les

directeurs de la revue dans leur premier article : « Soil au point de vue

« lie la science pure, soit à celui des applications manifestera des exigences

* auxquelles personne ne doit ni ne peut se dérober ».

Géométrie cotée, par Lucien Ibacii, directeur de l'Ecole Malesherbes et

G. M.\uiALu, professeur à Sainte-Rarbe.

11 ne nous appartient pas de faire l'éloge du livre de Géométrie cotée de

MM. Ibach et Mariaud. Tout ce que nous pouvons dire, c'est que toutes les

questions y sont traitées de la façon la plus complète. Pour chaque ques-

tion, les auteurs ne se contentent pas d'une solution : presque toutes com-

portent plusieurs solutions, qui y sont exposées et développées. Dans
chaque cas particulier, l'élève |)ourra choisir la plus rapide et la plus élé-

gante et s'habituer à faire ainsi sans difficulté et dans le temps voulu les

épures comprises dans les programmes des Ecoles.

Le traité est divisé en deux parties : le texte et \fs- })lai\c]ies. Cette der

nière |)arlie comprend 23") planches admirablement gravées et (|ui ne

peuvent (jue faciliter le travail du candidat. lîien n'a t'-té négligé dans ce

but.

CoMiuie le dit dans sa préface M. Klein, directeur de l'Institut comnier-
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cial, qui a bien voulu présenter ce livre aux lecteurs : * Ce traité, bieu

« étudié, bien conçu dans l'esprit des programmes, contient tout ce qu'un

« candidat sérieux doit posséder ; il rendra des services signalés aux jeunes

« gens... et il se distingue très nettement et très avantageusement de tous

« ceux qui ont été écrits avant lui. »

Opinions et Curiosités touchant la Mathématique, d'après les ouvrages

français des xvi^, xvii^ et sviw siècles, par Georges jMaupis, licencié

es sciences mathématiques et pliysiques. i aoI. iu-8'^' carré de ;?oo pages,

avec figures, cartonné à l'anglaise. Prix : 5 francs fCieorges Carré et

C. Naud, éditeurs, 3, rue Racine, Paris .

Quelles opinions avaient de l'utilité des mathématiques dans les siècles

précédents non seulement les savants, mais surtout les faiseurs de livres

et même les ignoi'ants ' Quels avantages pensait-on en retirer pour l'édu-

cation ;
quelle liaison singulière voulait-on établir entre la doctrine mathé-

matique et la religion ? Voilà ce qui est traité dans ce volume. En donnant

des extraits curieux et piquants des auteurs qu'il cite, M. Maupin ne s'est

permis d'y ajouter que de brefs commentaires et de courtes notes biogra-

pliiques, ne voulant rien ôter de leur caractère aux textes mentionnés.

Ajoutons que ce n'est pas là un ouvrage savant et que, dans ses parties

les plus saillantes, on s'est efforcé de le lendre intelligible à tous ceux qui

ont en mathématiques des connaissances moyennes. Ce livre a, par

ailleurs, un côté documeulaire ([ui séduira les ])ersonnes qu'intéresse l'évo-

lution de l'esprit mailiémali(£ue à li-ivers les graves querelles d'écoles et

les discussions brûlantes des dôgmatistes. — Les mathématiciens trouve-

ront un vif intérêt à cette excursioii rétrospective dans le domaine de la

géométrie, et les curieux, que n'effrayent pas les soutenances imprévues,

prendront plaisir à l'intervention des mathématiques dans le dogme de la

Présence réelle. — D'autre part, le volume de M. Maupin, en tout décidé-

ment instructif, nous donne, en manière d'actualité, des aperçus originaux

sur ce que i)ensaient de l'utilité du latin dans l'enseignement les maîtres

d'autrefois. — Rien des idées que nous émettons aujourd'hui sur ce sujet

sont, à la vérité, celles d'hier et nous devons au livre de M. Maupin la

satisfaction de l'apprendre.

Le Joi'.rnal du Ciel, revue scientifique couronnée par l'Académie des

sciences (directeur : Josepli Yinot ^, lauréat de l'Iuslilut), cour de

Rohan, Paris, est un journal de vulgarisation des plus intéressants. Ses

notions populaires d'astronomie pratique sont à la portée de tous.

Par une ingénieuse combinaison, le Journal du Ciel prête à chacun de

ses abonnés une lunette grossissant cinquante fois en diamètre.

Le Directeur-gérant,

Georges MARIAUD.
SAIXT-AMAXIi 'cher). IMPHIMKBIE SrlEN'TIFlljI'f: KT T [TTÉRAIBE BUSSTFRE FRERES.
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PREMIÈRE PARTIE
Questions proposées aux Caudidais

I. — A L'ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE S^-CYR

477. ^latliéuiatiques. — I. Ou donne deux droites rec-

tangulaires O'', 0// et un cercle S de rayon U, tangent à ces deux

droites. On mène une tangente au cercle S rencontrant Ox et Oy
eu A et en B. Sur AB comme coté, on construit un carré ABCD.
Déterminer la tangente AB, de telle sorte que l'aire du triangle

OCD ait une valeur donnée - a-. Discussion. Construction g^éomé-

trique.

II. Prouver que si, dans un tétraèdre, deux couples d'arêtes

opposées sont rectangulaires, les deux dernières arêtes sont aussi

perpendiculaires l'une sur l'autre. De plus, dans ce même té-

traèdre, les milieux des six arêtes sont sur une même sphère.

478. Epure. — Un cône de révolution a pour base sur le

jdan de comparaison un cercle de 5o millimètres do ravon,

tangent à la ligne de terre, et il a une hauteur de iiv. milli-

mètres. On mène :

i" Par le milieu A de la génératrice de front (celle de gauche)

le plan parallèle au plan tangent au cône suivant la génératrice

opposée
;

2" La normale au cône en A, qui rencontre le plan horizontal

en B, les tangentes BG et BD au cercle et enfin les plans ABC
et ABD.

On demande de représenter par ses projections le solide com-
mun au cône et au tétraèdre qui forment le plan horizontal et les

trois j)lans précédents.

479. Calcul (l'i^onométi'ique. — Calculer les éléments

d'un triangle dont on connaît :

A = 28°3-/56",8,

6 = 2 «)'i8,

c = 4G94.

480. Queslioiis posées à l'oral. — Sitient (ruis

iiuiiibrcs A, |{, Ci et A !•* plus grand ((iniiiiuii diviseur de AH, BC

JULKNAL 1)K M.VllI. KLlixi. — iS'J9. 12
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et CA. Démontrer que le plus pelit commun mulliple des trois

nombres A, B, C est égal au quotient du produit ABC par A.

— Réduire en un monôme l'expression

sin A -h sin B -h sin C — sin (A + B -+- C).

— Résoudre l'équation

a sin-./; -h 6 sin j; cos .r -t- c = o.

— Construire une parabole connaissant quatre tangentes.

— Montrer que, si a est un nombre entier, a"+ * — a" est di-

visible par 10.

— Sachant que tg x est égal à 3, calculer la valeur de sin 4^.

— Résoudre l'équation :

sin-a^ -\- 2 sin .r cos -v — i cos-.r = m.

— Trouver quatre nombres en proportion, sachant que la

somme des moyens est égale à a, la somme des extrêmes à 6 et la

somme des carrés des quatre termes à A'.

— On donne le rayon du demi-cercle ACDB. Calculer le cùlé

CD du trapèze ACDB dans lequel la somme des bases est égale à

la somme des deux autres côtés.

— Résoudre un triangle, connaissant la somme de deux côtés,

leur produit et la surface.

11. — A L'INSTITUT xXATlONAL AGRONOMIQUE

481. Mathéiiiatiqiies. — i" Dans un triangle, on donne

le périmètre et un côté a, et l'on sait que ce côté est moyen pro-

portionnel entre les deux autres côtés b et c. Calculer ces derniers

côtés. Quel est le maximum du côté a quand on suppose le péri-

mètre constant?

2° On donne dans un triangle les trois angles A, B, C et le

rayon r du cercle inscrit. On demande de calculer en fonction de

ces données :

1° Les trois côtés a, b, c\

i" La surface S ;

3° Le rayon R de cercle circonscrit.

483. Physique et Chimie. — i" Détermination de la

chaleur spécifique des solides
;

2° On introduit dans un endiomètre à mercure 20 centimètres

cubes d'un gaz inconnu, 5o centimètres cubes d'oxygène et, pour
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lucililer la réiu;tioii. une f|iiiinlilé convenable d'un mélange déto-

nant obtenu par la dùcom position de l'eau par la pile.

Après le passage do l'élincelle, il reste 70 cenlimètres cubes

d'un résidu gazeux dans lequel la polasse absorbe 4" cenlimètres

d'acide carbonique et le pbospbore 10 centimètres cubes d'oxygène

resté libre. Le résidu final de 20 cenlimètres cubes est de l'azote.

On demande d'après cette expérience :

1° Do délcrminer la composition et la formule du gaz mis en

expérience ;

2° De calculer sa densité.

Un donne :

( 0=1,
Equivalents en volume < Az = -i,

(CO- rr. '2.

( Or— 1,1 o56,

Densités rapportées à l'air < Az = 0,972,

f CO- = 1,529.

483. Epure. — On donne une droite et deux points P el Q :

par la droite et ces deux points, on fait passer deux plans qui

forment un dièdre dont on demande les plans bissecteurs. P el

sont sur xy ; Pa' = i ; a'b = 5 ; boi = 1 ; aa' = 4 ', bb' = ^.

Cela fait, on considère la verticale située à 8 centimètres en

avant de .cy et dont la trace borizontale est à égale dislance de P
et de Q. Les points où elle rencontre les plans bissecteurs, sont

les centres de carrés de 8 centimètres de côté, ayant chacun une

diagonale perpendiculaire à ./'//, et situés dans les plans bissec-

teurs ci-désignés; ces carrés servent de bases à des prismes ayant

leurs arêtes perpendiculaires aux plans bissecteurs sur lesquels

ils reposent. On demande l'intersection de ces prismes.

m. — AU BACCALAUUÉAT
LETTRES -MATHÉMATIQUES

iH'l. ^lalliéiiialiqiics {Obiu/uloire). — Dans un triangle

ABC, on d(jnne les longueurs des cùtés AB et AC, el de la droite

(jui joint le point A au quart de BC à partir de H.

1° Construire géomélriquement le triangle;

1° Calculer BC.
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{Ail choix). — a) Théorème de Varignon.

— b) Démontrer les théorèmes qui conduisent au volume du

terme de pyramide.

— c) Théorie du plan incliné.

485. Plij'SÎqiie {Obligatoire). — Devant un miroir concave

sphérique de 2 mètres de rayon, on place une flèche lumineuse

d'un décimètre de longueur perpendiculairement à l'axe principal

et à 5 mètres du miroir. Où se forme l'image et quelle en est la

grandeur?

On met ensuite un petit miroir plan au foyer principal du

miroir sphérique, incliné de 45° sur l'axe principal et la face

réfléchissante tournée vers le miroir. Quelle image formeront les

rayons réfléchis par le grand miroir sphérique en tombant sur le

petit miroir plan? Quelles en seront la grandeur et la situation?

Où placer un écran pour la recevoir ou bien une loupe pour

l'observer et pour l'agrandir?

{Au choix). — a) Action des courants sur les courants.

b) Densité des solides.

c) Coefficient de dilatation des gaz.

IV. — BACCALAURÉAT (LETTRES-SCIENCES)

485'»'*. Matliéiiialiqiies {Obligatoire). — Dans un tra-

pèze on donne les deux côtés parallèles a et è et les deux diago-

nales m et n. On demande de calculer les côtés non parallèles, la

hauteur et la surface.

Appliquer les formules au cas où m = n, et calculer dans ce

cas le rayon du cercle circonscrit au trapèze.

{Au choix). — a) Volume de la zone sphérique.

b) Similitude des triangles.

c) Trièdres supplémentaires.

486. Physique {Obligatoire). — Un objet lumineux AB
est placé perpendiculairement à l'axe optique d'une lentille bi-

convexe L et d'un miroir convexe M, distants de la longueur d.

Indiquer quelles positions peut occuper l'objet AB pour qu'il se

produise une image réelle de cet objet après réfraction de la lu-

mière émise par AB à travers la lentille L et réflexion de cette

lumière sur M.
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Construire l'image dans une de ces positions.

Indice de réfraction de la lentille = m.

Rayon de courbure de la lentille = R et R',

Rayon de courbure du miroir = 2.

{Au choix). — à) induction électrique.

h) Machine de Ramsden.

c) Machine d'Atwood.

V. — AUX ÉGOLES_ D'AGRICULTURE

48T. Ai'Uhiiiéliqiie et Algèbre. — 1" Une montre

avance de 2^,27. On la met à l'heure un jour à midi. Quelle heure

sera-t-il quand elle marquera 9'', 20 du matin le surlendemain ;

2" ce et // étant deux nombres à volonté, on calcule deux autres

nombres x' et ij par les formules :

x' =^ ax -\- by -^ c,

y' =z a'x -}- h'y -+ c .

On emploie ces deux derniers pour en former deux nouveaux

x" xf à l'aide des mêmes formules, et l'on demande de déterminer

a', h' , c', de manière que, quels que soient les nombres primitifs

X, y, le résultat de l'opération soit de les reproduire, ou qu'en

d'autres termes, on ait toujours

x" = y,

y" = y-

On vérifiera les valeurs obtenues.

488. Géométrie. — On donne dans un triangle isocèle, la

base 7.(1 et le rayon r du cercle inscrit. On demande de calculer le

rayon \\ du cercle circonscrit. Si r reste le même et si a varie, on

demande le minimum de R.

489. Plivslqiie el Cliiiiiie.

I. Physir/iie. — Thermomètre à poids.

II. Chimie. — Acide azotique.

VI. — AUX ÉCOLES DE COMMERCE

490. Aritliiiiétiqiie. — Dans une montre, les aiguilles des

heures, des minutes et des secondes élcinl sur midi, on dem.iiide

au hi'tul de combien de temps rai,^uille des secondes divisera en
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deux parties égales l'angle compris entre les aiguilles des heures

et des minutes.

491. Giéoniéfi'ie. — Une droite mobile OA passant par le

point fixe rencontre au point A la droite XY. Sur cette droile

mobile, on prend un point A' tel que le produit OAXOA' soit

constant. Quel est le lieu géométrique du point A'?

492. Algèbre. — Résoudre l'équation :

log \-jX -^ 5 -r log s/ic + 3 = 1 -i- log 4,5.

493. Calcul logai'itiiiiiiqiie. — Calculer :

V
•71 X V 0,000 1

v/(276p7 X ^'

DEUXIÈME PARTIE

Questions diverses

494. — Construire un triangle isocèle connaissant sa base a et la lon-

gueur commune [i des médianes aboutissant aux extrémités de cette base.

Exprimer la valeur commune des côtés égaux en fonction de « et de p.

495. — Etant donné une circonférence de rayon R == i, calculer la

loagasar du coté du polygone régulier de 24 côtés inscrits dans cette cir-

conférence.

496. — On coupe une circonférence par une sécante recliligne de posi-

tion indéterminée passant par un point fixe donné dans son plan. Déter-

miner la position de cette sécante pour laquelle le triangle qui a pour

sommets les traces de cette droite sur la circonférence et le centre de celte

courbe a une aii-e maxima.

499. — Sur deux droites rectangulaires qui se coupent en un point o.

on prend quatre points A, B, C, D, à une distance d du point o. De chacun

de ces points comme centre on décrit quatre circonférences égales et tan-

gentes deux à deux, puis on décrit une grande circonférence enveloppant

les premières et leur étant tangente. Calculer le rayon de chacune de ces

circonférences et le rapport de la surface de cbacun des cercles intérieurs

au grand cercle enveloppant. Quelle doit être la valeur de d pour que le

rapport soit égal à 0,1 ?

49M. — On donne dans un triangle un côté a, l'angle opposé A et la

bauteur h relative au côté a. Terminer l'équation du second degré qui

détermine les deux autres côtés h et c.

Quelle relation faut-il supposer entre les données a. A et h pour quf le

triangle soit rectangle?
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TROISIÈME PARTIE

Questions diverses avec solutions

Déterminer cinq nombres en progression géométrique, connaissant

leur somme et leur produit.

Soit a la somme et h'^ le produit donnes.

Si X- désigne le nombre moyen ri y, la raison de la progression, on doit

avoir

(2)
^,-^.x.x>/.xy^ = bK

Y)p la), on déduil immédiatement

X =^ fi.

L'ctiuation (i) peut alors s'écrire

^, + y- + y + y + I = 6
•

Eii posant -{- ;/ = j,

On a

el loqualion ci-dessus devient

.= + .-,-;; = .,

on tire de là

I . /.T , a.

Ces valeurs seroul réelles i|iiaiid on aura

o \

Considérons d'abord la valeur positive de z.

On connaît la somme - el le produit i des nombres y et - . Ces nombres

sont doue racines de l'équation

^'^ - (- 5 + Vl +1) '' + = "•

qui, résolue, donne
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Ces deux racines sont toujours positives ; car leur produit i est positif,

et leur somme est la valeur positive de j.

Pour que ces racines soient réelles, il faut que la quantité soumise au

radical soit positiA-e ou nulle.

On doit donc avoir

1,1 /5 , a ^
-4 + A' 4 + S^''

/ô , a
.n + ^>l

y ^ 5.
o

Telle est la condition de possibilité qui se déduit de la valeur positive

de ~ et qui correspond aux deux valeurs primitives de y ; mais, si l'on

prend la Aaleur négative de ^, on aura pour y deux valeurs négallA'es,

qui conviendront égalcnienl lorsqu'on aura

I I /5 , a\''

^

ou

I /5
I

a

4

ou

a
b

1,1 / •-'
I

"^ ^

> I.

x\insi, lorsque ^" est compris entre i et 5, il y a pour y deux valeurs

négatives acceptables, et lorsque 7 est plus grand que .5, il y a en outre,

deux A'^aleurs posiliA-es.

On verse chaque trimestre chez un banquier une somme de 100 fr.

dont les intérêts à 5 "/o par an doivent se capitaliser tous les trois

mois. Quelle somme devra le banquier dix ans après le premier verse-

ment, c'est-à-dire trois mois après le 40' et dernier versement.

A pai'tir de cette époque, quelle somme le banquier devra-t-il payer

chaque semestre jmur que sa dette soit amortie après 60 nouvelles

années, les intérêts à 5 "^g se capitalisant dans ce cas tous les 6 mois.

11 faut s'entendre sur le taux du placement trimestriel. Si la centième

partie :>? de ce taux devait être telle qu'une somme de 100 francs, placée à

intérêts composés pendant quatre trimestres, devient à l'expiration de ce

temps, io5 francs, on aurait l'équation

> 100(1 + x)^ =^ 10").

D'où

.r = ri,o5 — I.
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Mais ce n'est pas là ce qu'on entend, en langage usuel, par intérêt tri-

mestriel. Quand on dit que les inlérèis d'une somme placée à 5 "/q par an

se capilalisent tous les trois mois, on admet que l'intérêt trimestriel est le

quart de f) "/„, de sorle que l'intérêl annuel véritable, au lieu d'être de

5 »/o, est de

/ ,

0,0.'» \^ . . „

,

I I + - j-
I

— I = 5,()(^) "/o environ.

Ceci admis, remarquons que chacun des versements ds loo francs s'aug-

mente des intérêts produit pendant toute la durée du placement, les inté-

5
rets étant capitalisés par trimestre sur le pied de V 'Vo- Trois mois après

le 4o* versement, le banquier aura donc à payer une somme égale à

/ ,
o.o.'iXin

, / ,

0,0") \"
A = 100 ( I + -y-

j
+ 100 / 1 H r \

101,2;") |(i,oi2r))''0 — i] . ,, , „= i.
' = 21.3 ir. yi.

0,012;)

Si le banquier attendait, pour rembourser sa dette, la fin de la soixan-

tième année, ii aurait à payer les intérêts étant capitalisés par semestre :

...ir. ,2^, +-^) .

D'autre part, ciiaque paiement a qu'il fait le libère de celle somme et

des inlérèis composés qu'elle aurait produits s'il l'avait gardée. A la fin de

la soixantième année, les 120 paiements faits représentent donc un capital

égal à

a[(i,o25)i*o — il/ , 0,00 \i'''
, / ,

o,o,3\i

Kn égalant ce capital à la somme précédente, on forme une équation

iloù l'on tire a

— '"'24:^^^32 X 0.02.')(l,02");'-'J _ o„fr /•>

(1,025)'-" — I

I
y >4- •

Connaissant le volume ., ira' e\, la surface totale -b- d'un cône droit

SAB, détermine)- ?e rayon de base K et la Jiauteur h. Condition de possi-

bilité du problème. Quelle relation faut-il supposer entre les données

il et h pour que le triangle SAB obtenu en coxipant le cône par pxr un
plan passant jmr Vaxe soit équilatéral.

Le volume du cône élant représenté par ., zil-Zt et sa surface totale par

rR y/R2 -f h- -f t:R'-, les équations du problème sont

(i) R2A=a3
(2) R sJW+lvi -\- VC- = bK

L'équation (2 peut s'écrire

(3) R v/R- + h"- = h-i - R2.
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OU, en élevant au carré cl siuii)lifiant

Ryi^ = 6* — ib-^RK

Remplaçant h par sa valeur tirée de (i), il vient

5J2
= bi — 2bnv\

ou
2bnV* — b*\l^ + flti = o.

Les valeurs de R-, tirées de cette équation sent positives ; car leur

somme- est positive, ainsi que leur produit -,.,. Pour que ces valeurs

soient réelles, il faut que l'on ait

b» — Hb-a'' > o,

ou
60 > 8«.6,

ou enfin

b- ^ ^a-.

De plus, le premier membre de (3) étant positif, il faut que R- soit plus

petit que b'^. En substituant b- h R- dans l'équation (^), on obtienl

Ce résultat positif indique que b- est en deliors des racines. Coinuic b-

est supérieur à la demi-somme ^" des racines, ces racines soûl inférieures

à b-. La seule condition de possibilité est donc

b- >> 2a-.

Les expressions de R el de h sont

V 4*

«3 _ 6(6-' zfc v^^fi — Sa '')

~ R2 ua^

La condition énoncée s'exprime par

/( = 1!
\

'.') ou a'' = R' \ 3 ;

on déduit (le là :

a

En posant cette valeur dans l'équation (Vj, on a la rotation cherchée :

ib-a* b'*a-
, ^

V'9 V-'

ou mieux :

ia-b- — b''* ^3 -r »* y/g = o.
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Le côte d'un octogone régulier est a. On propone de calculer :

1° Le rayon du cercle circonscrit à l'octogone;

2" La longueur des cordes qui joignent les sommets de l'octogone de

trois en trois ;

3° La surface de l'octogone.

1° Soit le cercle, de rayon x', circonscrit à l'octogone ABCDEFGH, de

coté a.

Tiron? AC, qui coupe BO en I. On a :

AB' — OÀ" +.0f5' — -jOB.OI

ou
«,- =^ a;- + .V- — 2x01

-— ua-'- — i^Ol.

Comme langle AOI vaut ' droit, le Irian^de rectangle AOI est isocèle, on

â donc :

X

Par suite,

01 = ^.
V 2

a- = 2a;- ,- = x-yi — V2)
V2

et

V'2 — \'-2

2» Le triani-'Ie rcctanirle ABE donne

;, V4 + 2 vu.

BE = \^ÀE' — XB" = \/.\xy— a^,

ou, en remplaçant .'.• par sa valeur,

BE = v/a-i(4 + 2 v'2j — a-

— a v3 + 2 v'2 — a(i + v'2).

li» La surface de l'octogone est 8 fois plus grande que celle du triangle

AOB et la quadruple de Taire du liianirlo doulde ABE.

Son expression est donc :

, AB.BE ,, ,

X

Résoudre le syst<^me d'équations

X — y =^ 21".

Elevons la preniièrr T'iiiialioii ini i-iihe. .Nous aurf)ns
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OU, en tenant compte des équations données :

3 ^'d'y = 216.

On lire de là :

.aj = .173,2:1s.

Si l'on pose :

y = — y',

on a :

X -\- y' ^= 217,

ccy' =^ — 373,248,

X et y' sont donc les racines de l'équation :

X- — 217X — 373,248 = o

qui donne, en résolvant :

••^
) _ 217 ± 1 2'ti _ <; 729

y S

~
2 ^

1!
— •">i2.

Le système proposé est vérifié par les deux solutions :

X = 729

y = ,-)i2

X = — 5 12

y = — 729.

Deux mobiles m et i\ partent de deux 2Joints A et B et vont à la ren-

contre Vun de l'autre; ta se met en. mouvement 5 secondes après n rt

parcourt [\ mètres de plus que lui par seconde. Ils se rencontrent au
milieu de AB dont la longueur égale 1 260 mètres. Combien chacun des

mobiles parcourt- il de mètres à la seconde?

Soient x et y les vitesses respectives des mobiles m et n. Si t désigne le

temps écoulé depuis le départ de m jusqu'à l'instant de sa rencontre avec

n, on a, d'après l'énoncé :

(i) xt = 620

(2) y(t + 5) = 625

(3) 0.- — y == 4,

multiplions (i) par // et (2) par x
;
puis, retranchons membre à membre. Il

vient :

ôxy = 62.") (j? — y)

ou, d'après (3)

J7Î/ = 125 X 4 = 5oo

X t\, — y sont donc les racines de l'équation :

X-i — 4X — 5oo = o.

On trouve :

X = 24™,4-'j

y = 20'",45.
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La technique des rayons X, manuel opératoire de la radiograpliie et de

la fluoroscopie à l'usage des médecins, chirurgiens et amateurs de pho-

tographie, par Alexandre Hébert, préparateur à la faculté de médecine

(Carré et >'aud, 3, rue Uacine).

Cet ouvrage correspond à une actualité qui intéresse tuul le monde. Tous
les journaux scientifiques ont consacré de nombreux articles à cette ma-
gnifique découverte du D"" Rœntgen, et la presse quotidienne s'en est

emparée au point de vue des faits et des applications pratiques.

M. Hébert a su donner de la technique et de l'emploi des rayons X une
idée assez précise, pour permettre au lecteur non encore initié au mode
opératoire, de produire chez lui ces rayons et de les appliquer sans diffi-

culté à l'inspection des parties profondes du corps humain.

H indique au lecteur la façon d'acheter le matériel nécessaire, de l'entre-

tenir en bon état et de s'en servir. S'il veut bien suivre le manuel opéra-

toire, d'ailleurs très simple, que décrit ce petit livre, il aura la surprise

d'obtenir, du premier coup et sans effort, des images d'un genre nouveau,

dont la beauté ne le cédera en rien à celle des radiographies qui ont été

publiées un peu partout.

L'Enseignement Mathcmatirjue, revue internationale paraissant tous les

deux mois. Directeurs ; C. A. Laisant, docteur es sciences, répétiteur à

l'Kcolc Polytechnique et H. Fehr, Privat-docent à l'Université de Genève,

professeur au Collège et à l'Ecole professionnelle. — Editeurs : Carré et

Naud, 3, rue Racine.

Cette nouvelle revue se présente sous les auspices de deux hommes qui

occupent une luiute situation dans le monde scientifique : M. Laisant, dont

on connaît les remarquables travaux scientifiques et M. Fehr, qui est uu
des savants les plus distingués de la Suisse.

C'est assez dire que cette revue offrira le plus grand intérêt à tous ceux

qui suivent le mouvement scientifique.

Cette publication a un caractère franchement et hautement international

et le comité se compose des plus éminents matliématiciens de toutes les

nations. Chaque numéro contiendra, en principe : i° des articles généraux;
2° des études pédagogiques ; 3" une chronique et des correspondances

;

4° une partie bil)liographi([ue. La iihilosopliie scientifique y tiendra sa

place et les article-^ qu'elle inspirera ne niiin(|ueront pas d'offrir au lecteur

uu attrait tout particulier.
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Ou ne peut qu'applaudir à la fonilaLioii de celle œuvre nouvelle, au

commencement de ce x.\« siècle, puisque ce siècle, comme le disent les

directeurs de la revue dans leur premier article : « Soit au point de vue

« de la science pure, soit à celui des applications manifestera des exigences

« nuxciuelles personne ne doit ni ue peut se dérober ».

Géométrie cotée, par Lucien Ibach, directeur de l'Ecole Malesherbes et

G. Mariaud, professeur à Sainte-Barbe.

11 ne nous appartient pas de faire l'éloge du livre de GéoméLvie cotée de

^IM. Ibach et Mariaud. Tout ce que nous pouvons dire, c'est que toutes les

questions y sont traitées de la façon la plus complète. Pour chaque ques-

tion, les auteurs ne se contentent pas d'une solution : presque toutes com-

portent plusieurs solutions, qui y sont exposées et développées. Dans

chaque cas particulier, l'élève pourra choisir la plus rapide et la plus élé-

gante et s'habituer à faire ainsi sans difficulté et dans le temps voulu les

épures comprises dans les programmes des Ecoles.

Le traité est divisé en deux parties : le texte et les planches. Cette der-

nière partie comprend 235 planches admirablement gravées et qui ne

peuvent que faciliter le travail du candidat. Rien n'a été négligé dans ce

but.

Comme le dit dans sa préface M. Klein, directeur de l'Institut commer-
cial, qui a bien voulu présenter ce livre aux lecteurs : « Ce traité, bien

« étudié, bien conçu dans l'esprit des programmes, contient tout ce qu'un

« candidat sérieux doit posséder; il rendra des services signalés aux jeunes

« gens... et il se distingue très nettement et très a^'antageusement de tous

« ceux qui ont été écrits avant lui. »

Opivions et Curiosités touchant la Mathématique, d'après les ouvrages

français des xvie, xvn^ et xvme siècles, par Georges Maupin, licencié

es sciences mathématiques et physiques, i vol. in-S" carré de 200 pages,

avec figures, cartonné à l'anglaise. Prix : 5 francs (Georges Carré et

C. Naud, éditeurs, 3, rue Racine, Paris).

Quelles opinions avaient de l'utilité des mathématiques dans les siècles

précédents non seulement les savants, mais surtout les faiseurs de livres

et même les ignorants? Quels avantages pensait-on en retirer pour l'édu-

cation; quelle liaison singulière voulait-on établir entre la doctrine mathé-

matique et la religion? Voilà ce qui est traité dans ce volume. En donnant

des extraits curieux et piquants des auteurs qu'il cite, M. Maupin ne s'est

permis d'y ajouter que de brefs coramentaijes et de courtes notes biogra-

phiques, ne voulant rien ôter de leur caractère aux textes mentionnés.

Ajoutons que ce n'est pas là un ouvrage savant et que, dans ses parties

les plus saillantes, on s'est efforcé de le rendre intelligible à tous ceux qui

ont en mathématiques des connaissances moyennes. Ce livre a. |)ar

ailleurs, un coté documentaire (|ni séduira les personnes ([u'inléresse l'évo-
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liilioli Je l'esprit malliéiualique à Iravois les graves querelles d'écoles et

les discussions bridantes des dogmatistes. — Les mathématiciens trouve-

ront un vif intérêt à celte excursion rétrospective dans le domaine de la

géométrie, et les curieux, que n'effrayent pas les soutenances imprévues,

prendront plaisir à l'intervention des mathématiques dans le dogme de la

Présence réelle. — D'antre pari, le volume de M. Maupin, en tout décidé-

ment instructif, nous donne, en manière d'actualité, des aperçus originaux

sur ce que pensaient de l'utilité du latin dans l'enseignement les maîtres

d'autrefois. — Rien des idées que nous émettons aujourd'hui sur ce sujet

sont, à la vérité, celles d'hier et nous devons au livre de M. Maupin la

satisfaction de l'apprendre.

Le Journal du Ciel, revue scientifique couronnée par l'Académie des

sciences (directeur : .Joseph Vi?iot ^, lauréat de l'Institut), cour de

Hohan, Paris, est un journal de vulgarisation des plus intéressants. Ses

notions populaires d'astronomie pratique sont à la portée de tous.

Par une ingénieuse combinaison, le Journal du Ciel prête à chacun de

ses abonnés une lunette grossissant cinquante fois en diamètre.

Sur les tranformèes des rddicaux doubles réels oit imaginaires, par

Léon MoREAU, docteur en sciences physiques et mathématiques (Bruxelles.

Charles Rozez, 8i, rue de la Madeleine. — Paris, Giard et Brière, éditeurs,

i(), rue Soufflot).

Cette brochure con- menée par un exposé très net de la théorie '

nombres complexes.

Les divers cas de transformation des radicaux y sont ensuite traités

d'une façon très ingénieuse, en partie nouvelle, et oii notamment se trouve
établie clairement la discussion relative à la fixation des signes.

Ce petit ouvrage se recommande par lui-même à tous ceux qu'intéressent

les mathématiques, professeurs et candidats.

Problèmes de géométrie élémentaire, groupés d'après les métliodes à
employer pour leur résolution, par Yvan Ai.exandroff, professeur de ma-
Ihémaliques au lycée de Tambow ^Russie), traduit du russe, sur la sixième

édition, par D, Aitoff (Librairie scientifique, A. Hermann, 8, rue de la

Sorhonni'}.

Cet ouvrage, très intéressant, a ceci de particulier qu'il classe les pro-

blènu's d'après les méthodes îi employer pour leur résolution.

M. .Mfxandroff s'attache surtout aux méthodes suivantes : lieux géomé-
triques, similitude, constructions inverses, symétrie, translation, rotation,

inversidu, .upplication de l'algèbre à la géométriti. En tête de chaque cha-
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pilre esL un exposé de la méthode à employer, suivi d'un nombre consiu

rable de problèmes types, avec une solution complète pour chacun d'eux.

Puis, viennent les exercices pouvant être facilement résidus, si l'on s'c t

bien assimilé la marche suivie dans les problèmes résolus.

Cette classification offre les plus grands avantages et donne les meillen i

réâuUals.

Le livre de M. Alexandroff comble une véritable lacune et nous ne dj -

tons pas qu'il ait le même succès en France qu'en Russie, où il a att' t

en peu de temps sa sixième édition.

Calcul de yénéralisation, par G. Oltramare, doyen de la Faculté di s

Sciences de l'Université de Genève (Librairie scientifique A. Hermauj ,

8, rue de la Sorboune).

Le calcul de généralisation faisant l'objet de l'ouvrage de M. 01tra'i'i,e,

a pour base la représentation des fonctions uniformes sous une forme .a-

bolique, telle que l'on puisse effectuer sur ces fonctions les principal :)a

opérations auxquelles elles sont soumises, comme leur différentiation «t

leur intégration, à l'aide d'un calcul algébrique très simple à effectuer.

Après avoir établi quelques principes généraux, l'auteur s'applique à d -

terminer une intégrale particulière de toute équation différentielle on ai-x

différences et différentielles partielles linéaires à coefficients constanis

avec un second membre. Il traite également de l'intégration des équations

simultanées, des équations aux différences mêlées et de certaines classe-

d'équations aux différentielles partielles avec des coefficients variables,

gei'i.f dés dont s'occi^f"' "Vî. Oltramare sont pour l'analyse super < are,

ceux l; ..-uni les logarithme» pour le ca' lu : i1« d'-iiii-ne. ^

_ jeaucoup de cas, les difficultés de la diiTérenuation et de l'intigra ti.

Nous croyons que son ouvrage devra »., Ire consulté par tous c ux qi i

s'intéressent aux mathématiques.

Le Directeur-gérant,

Georges MARIAUD.

SAINT-A.MANL) (^fHLR). IMHRl.MliBlli SCIt.NTlUvl E tT I.lTTEH.lIUt UCâSlEIlK KKERES
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